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Nuevas herramientas para la Administracio´n del Riesgo
Crediticio: El caso de una Cartera Crediticia Ecuatoriana
DIEGO MALDONADO MARIELA PAZMIN˜O*
Resumen
En el presente documento se expone de manera abstracta los modelos de portafolios
crediticios CreditMetricsTM , KMV, CreditRisk+, Credit Porfolio View y CyRCE de tal
forma que puedan ser calibrados e implementados en instituciones financieras donde la
calidad y cantidad de informacio´n crediticia es escasa, dando lugar a que dispongan de
herramientas capaces de monitorear el riesgo y la concentracio´n vigente en un portafolio
crediticio, y generar pol´ıticas crediticias para mitigar el riesgo asumido en el portafolio por
medio de las provisiones, capital econo´mico y l´ımites a los montos de los cre´ditos. Para lo
cual se aplican los modelos co´pulas, las cuales cuantifican la dependencia existente entre los
cre´ditos incumplidos y determinar as´ı la distribucio´n de pe´rdida de un portafolio a partir
de los modelos de variables latentes, mixtura y concentracio´n crediticia.
Abstract
In the present document it is exposed in an abstract way the models of credit portfolioes
CreditMetricsTM , KMV, CreditRisk+, Credit Porfolio View in such a way that they could
be calibrated and implemented in financial institutions where the quality and quantity of
credit information is scanty, giving place to which they have capable tools for monitoring
the risk and the concentration in a credit portfolio, and to generate credit policies to
mitigate the risk assumed in the portfolio by means of the provisions, the economic capital
and limits to the amounts of the credits. For which the models apply themselves copulas to
quantify the existing dependence between the unfulfilled credits and to determine this way
the distribution of loss of a portfolio from the models of latent variables, mixture and
credit concentration.
*Funcionarios de la Direccio´n de Investigaciones Econo´micas del Banco Central del
Ecuador y la Intendencia Nacional de Instituciones Financiera de la Superintendencia
de Banco y Seguros del Ecuador, respectivamente. Los autores agradecen a Ada´n Dı´az-
Herna´ndez, Enrique Navarrete, Xavier Ma´rquez y Mauricio Tola por sus valiosos comentar-
ios y sugerencias. Las opiniones vertidas en este documento son de responsabilidad exclusiva
de los autores y no representan la posicio´n oficial del Banco Central del Ecuador ni la Su-
perintendencia de Bancos. Para cualquier comentario o sugerencia favor comunicarse con
dmaldonado@bce.fin.ec. o´ mpazmino@superban.gov.ec.
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1. Introduccio´n
La principal actividad de un banco1 es la intermediacio´n financiera la que
permite transferir los recursos entre individuos que poseen un sobrante a indi-
viduos que necesitan dinero extra para consumirlo e invertirlo. Esta actividad
econo´mica conlleva ciertos aspectos que pueden ocasionar pe´rdidas al banco,
por ejemplo puede darse el evento de que todos los depositantes reclamen sus
ahorros al mismo tiempo y el banquero no disponga del suficiente dinero en
sus cajas para cubrir la demanda de los depositantes, por otro lado puede
ocurrir que algunos de los acreedores de los cre´ditos no paguen y provocar
pe´rdidas. As´ı, la intermediacio´n financiera puede ocasionar que el banco au-
mente la posibilidad de enfrentar pe´rdidas e incumplir las deudas contra´ıdas,
lo que forzar´ıa al banco a salir del negocio, por lo que es de suma importancia
disponer de herramientas eficientes para el monitoreo, gestio´n y control del
riesgo2 de tal forma que permitan desarrollar metodolog´ıas y/o pol´ıticas para
mitigar las pe´rdidas que puede incurrir una institucio´n financiera. Estas he-
rramientas deben ser capaces de anticiparse a posibles resultados adversos lo
que permitir´ıa a los administradores planificar adecuadamente la gestio´n ban-
caria y de esta forma garantizar la calidad de los portafolios de la institucio´n
financiera.
En este sentido, el principal objetivo de la administracio´n del riesgo es el de
garantizar que el riesgo asumido por la institucio´n financiera sea cubierto por
un cierto capital capaz de absorber las ma´ximas pe´rdidas que puede incurrir
la institucio´n financiera, garantizando que siga en el negocio bancario.
Una de las principales preocupaciones que tienen los administradores de
riesgo es la ocurrencia desproporcional y de manera conjunta de los incum-
plimientos que pueden darse en un portafolio de pre´stamos debido al impacto
que tienen en el nivel de pe´rdidas y por ende en el capital econo´mico de la
institucio´n financiera, situacio´n que normalmente se le conoce como riesgo de
cre´dito3 extremo. De lo anterior, se evidencia la necesidad que la institucio´n
disponga de modelos capaces de capturar la dina´mica de portafolio de cre´dito
y cuantificar el nivel de riesgo que e´sta conlleva, logrando as´ı medir la pe´rdida
1A pesar que nos referimos a los Bancos esto se generaliza para cualquier institucio´n
financiera.
2Existen diferentes riesgos a los que esta´n expuestas las instituciones financieras, siendo
los principales: Riesgo de Mercado, Riesgo de Cre´dito, Riesgo Operativo y Riesgo de Liquidez.
3Segu´n la normativa de la Superintendencia de Bancos y Seguros del Ecuador (SBS), el
riesgo de cre´dito se puede definir como ”la posibilidad de pe´rdida debido al incumplimien-
to del prestatario o la contraparte en operaciones directas, indirectas o de derivados que
conlleva el no pago, el pago parcial o la falta de oportunidad en el pago de las obligaciones
pactadas”.
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que puede tener el portafolio en un horizonte de tiempo dado.
El desarrollo de modelos para portafolios crediticios es fundamental para
una eficaz administracio´n ya que permiten disponer de indicadores para moni-
torear el riesgo que se encuentra impl´ıcito en el portafolio, lo que ayuda a asig-
nar de manera adecuada el capital que necesita la institucio´n financiera para
afrontar el nivel de riesgo asumido. Existe una gran cantidad de indicadores de
riesgo para portafolios crediticios, siendo los ma´s importantes los siguientes:
Valor en Riesgo4 (VaR), De´ficit Esperado5 (ES), Pe´rdida Esperada6 (PE) y
Pe´rdida no Esperada (PNE)7, e´stas permiten disen˜ar pol´ıticas para mitigar
las pe´rdidas que puede tener el portafolio; como por ejemplo, la provisio´n que
es un fondo de contingencia para proteger la cartera de cre´dito, representa el
porcentaje del cre´dito original que las autoridades financieras esperan que se
pierda dado el deterioro actual de la cartera; el capital econo´mico, corresponde
a un fondo que conforman los accionistas del banco para afrontar las pe´rdi-
das potenciales que son mayores a lo esperado por la cartera de cre´dito, e´stas
pe´rdidas esta´n asociadas a cambios en la calidad de la cartera de cre´dito en el
tiempo y esta´n compuestas por riesgos crediticios que no se consideran como
probables o estimables en la fecha de evaluacio´n, pero que pueden ocurrir en el
futuro; l´ımites de cre´dito, que constituyen una pol´ıtica ampliamente utilizada
por los bancos ya que permiten controlar o limitar las pe´rdidas de los cre´ditos
en caso de incumplimiento, para lo cual, los administradores deben desarrollar
procesos de autorizacio´n de los l´ımites de cre´dito, con los cuales se establece
el monto ma´ximo en riesgo que se esta´ dispuesto a asumir con un cliente ac-
tual o futuro. Los elementos ba´sicos a considerar para el establecimiento de
l´ımites de cre´ditos en una institucio´n financiera son la orientacio´n del banco
y su plan anual de negocios, este u´ltimo plantea el monto total de cre´dito a
otorgar durante un per´ıodo dado ya sea por grupo econo´mico y/o por cre´dito
individual. Finalmente, el principal uso que tienen estos indicadores de riesgo
es establecer criterios para la diversificacio´n de una cartera de cre´dito debido
4Es el cuantil de la distribucio´n de pe´rdidas y ganancias asociadas a la cartera de cre´dito,
para un per´ıodo de tiempo y un nivel de confianza dado.
5Es la pe´rdida esperada durante N d´ıas, condicionado a que la pe´rdida sea mayor que un
cierto percentil de la distribucio´n de pe´rdida. Es una medida que produce mejores resultados
que el VaR, a veces es referido como un VaR condicional. El VaR hace la pregunta ¿Cua´l
puede ser mi mayor pe´rdida?, en cambio el ES hace la pregunta: Si las cosas van mal, ¿Cua´l
puede ser mi pe´rdida esperada?. El ES al igual que el VaR, es funcio´n de dos para´metros, el
horizonte de tiempo en d´ıas y el nivel de confianza.
6Es la media de la distribucio´n de pe´rdidas y ganancias, indica cuanto se puede perder
en promedio y esta´ asociada a la pol´ıtica de reserva preventiva que la institucio´n debe tener
contra los riesgos crediticios.
7Esta medida puede estimarse como la diferencia entre el VaR y la pe´rdida esperada la
misma que permite determinar el Capital requerido por el acreedor para hacer frente las
pe´rdidas no anticipadas.
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a que con estos indicadores es posible relacionar la rentabilidad esperada del
portafolio con el riesgo asumido por la institucio´n financiera, de tal manera
que la institucio´n puede conocer a priori cuanto debe disponer de capital para
obtener el nivel de rentabililidad deseado.
De lo presentado hasta el momento, se evidencia la necesidad de disponer
de modelos que permitan capturar la dina´mica interna de los cre´ditos de un
portafolio; sin embargo, su construccio´n se complica por las siguientes razones:
Falta de informacio´n. La escasa informacio´n respecto a datos de cre´dito
es el principal obsta´culo para utilizar me´todos estad´ısticos para la medi-
cio´n del riesgo de cre´dito en portafolios, lo que limita la calibracio´n de
los modelos de cre´dito.
Sesgo en la distribucio´n de pe´rdida. T´ıpicamente la distribucio´n de pe´rdi-
da de los cre´ditos es fuertemente sesgado, con una relativa cola pesada a
la derecha (Figura 1), esto se debe por la misma actividad crediticia, ya
que se tiene que de los cre´ditos otorgados en un per´ıodo la mayor´ıa de
ellos pagan segu´n los te´rminos establecidos al inicio del contrato, dando
a la institucio´n una pequen˜a ganancia relacionada con la tasa de intere´s
pactada, pero existen pocos cre´ditos que no realizan sus pagos segu´n lo
pactado, permitiendo que la institucio´n pierda tanto el capital como el in-
tere´s, lo que produce que la pe´rdida sea mucho mayor que la rentabilidad
obtenida por el portafolio crediticio. Es por esta razo´n que es necesario
que el banco disponga de grandes montos para cubrir estas pe´rdidas.
Necesidad de incorporar dependencia en el modelo. Otro de los grandes
inconvenientes es la ocurrencia desproporcional de una gran cantidad de
incumplimientos de los cre´ditos para un per´ıodo particular. Este ries-
go es directamente relacionado con la dependencia entre los eventos de
incumplimiento, de hecho la dependencia tiene un gran impacto en las
pe´rdidas extremas que puede tener el portafolio crediticio.
Gran nu´mero de cre´ditos en el portafolio. Este es otro de los mayores
inconvenientes para modelar la pe´rdida de un portafolio, y es mucho ma´s
complejo cuando se toma en cuenta que cada cre´dito presenta diferentes
niveles de exposicio´n, provocando que las pe´rdidas de cada deudor sean
distintas de deudor a deudor. Por lo que el riesgo de la cartera depende
de la exposicio´n, nu´mero de cre´ditos y concentracio´n de la cartera.
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Figura 1: Comparacio´n de la distribucio´n de pe´rdida estimada de un portafolio
de 36646 cre´ditos automotrices cuya estructura de dependencia es diferente.
A nivel mundial se ha desarrollado una variedad de modelos econome´tricos
para cuantificar el riesgo de cre´dito en un portafolio, los cuales tratan de in-
corporar los aspectos antes sen˜alados para un portafolio8. Dependiendo de la
formulacio´n que se haga a los modelos de riesgo de cre´dito, e´stos pueden ser
divididos en dos grupos, los modelos estructurales y los de forma reducida.
Los modelos estructurales, tambie´n conocidos como modelos por umbrales
descienden del modelo propuesto por Merton (1974), el cual presenta un me-
canismo para cuantificar el incumplimiento de una empresa en te´rminos de la
relacio´n entre los activos y sus obligaciones que deben ser cubiertas al final
de un per´ıodo. Ma´s espec´ıficamente, estos modelos fueron desarrollados para
medir el nivel de pe´rdida que puede tener un portafolio formado por cre´di-
tos corporativos, donde se considera que una empresa cae en incumplimiento
cuando sus activos no avanzan a cubrir el nivel de obligaciones de largo y me-
diano plazo, y para cuantificar la dependencia entre las empresas se considera
que existen ciertos factores no observables que son comunes para todas las
empresas que controlan el comportamiento estoca´stico de los activos de las
empresas, para lo cual se utilizan los modelos factoriales. Los modelos ma´s
conocidos a nivel mundial que se les puede catalogar dentro de este esquema
8Los principales objetivos que tienen estos modelos crediticios son: cuantificar la depen-
dencia entre incumplimientos, calibrar el modelo con datos reducidos a partir de me´todos
estad´ısticos, estimar la probabilidad de incumplimiento de los cre´ditos, medir la concen-
tracio´n de la cartera.
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son: CreditMetricsTM 9, KMV10 y Credit Portafolio View11. Los modelos de
forma reducida, tambie´n conocidos como modelos de mixtura son alternativos
a los estructurales, y son modelos completamente econome´tricos donde se pre-
tenden explicar el comportamiento de la probabilidad de incumplimiento de
los cre´ditos a partir de ciertas variables exo´genas, dando como resultado que
la distribucio´n del portafolio sea expresada de forma anal´ıtica. El modelo ma´s
conocido que se puede catalogar dentro de este esquema es el CreditRisk+.12
Cabe recalcar que para la implementacio´n de los modelos antes menciona-
dos es necesario: disponer de una amplia informacio´n histo´rica crediticia, li-
mitar el nu´mero de cre´ditos que conforma el portafolio, cuantificar la depen-
dencia entre los cre´ditos a trave´s de una distribucio´n normal multivariada. Sin
embargo, implementar estos modelos en mercados poco desarrollados como
el ecuatoriano es complicado ya que las instituciones financieras no disponen
de un gran historial crediticio y las carteras esta´n conformadas por miles de
cre´ditos, lo que impide la aplicacio´n de los modelos crediticios para portafo-
lios comu´nmente utilizados a nivel mundial. El presente documento plantea
una metodolog´ıa para implementar los modelos para portafolios crediticios
CreditMetricsTM , Credit Portfolio View, CreditRisk+ y el modelo de concen-
tracio´n CyRCE13 en carteras de consumo para mercados emergentes como es
el caso de las instituciones financieras ecuatorianas donde la calidad y canti-
dad de informacio´n es escasa, para lo cual se plantea de manera abstracta los
modelos de variables latentes y los de mixtura, logrando determinar las rela-
ciones, similitud y diferencias entre ambos modelos, lo que permite determinar
9Este modelo fue desarrollado en 1997, por un grupo de instituciones financieras estando
a la cabeza J.P Morgan, este modelo supone que el riesgo de cre´dito depende de los cambios
de la calificacio´n crediticia que es reflejado a trave´s de una matriz de transicio´n, que provee
el mecanismo probabil´ıstico que modela la migracio´n de la calidad de los cre´ditos.
10Esta metodolog´ıa es la que trata de llevar a la pra´ctica el modelo de Merton de la forma
ma´s directa y difiere significativamente de CreditMetricsTM , ya que utiliza las frecuencias
esperadas de impago, como probabilidades de incumplimiento, en vez de depender de las
probabilidades de transicio´n asociadas a algu´n esquema de calificacio´n.
11En este modelo como paso inicial segmenta al portafolio de acuerdo a la localizacio´n
geogra´fica y la actividad econo´mica de los cre´ditos, y por medio de funciones logit, trata
de explicar las probabilidades de incumplimiento de cada segmento del portafolio, donde los
ı´ndices de variables macroecono´micas son consideradas como variables explicativas.
12Este modelo se deriva a partir de conceptos de tipo actuarial y tiene la caracter´ıstica
que las probabilidades de incumplimiento son explicadas por ciertos factores de riesgo, cada
uno de ellos distribuido de acuerdo con una distribucio´n gamma independiente.
13El modelo de impago denominado “Capitalizacio´n y Riesgo de Cre´dito” (CyRCE), de-
sarrollado por el Phd. en Ciencias Matema´ticas Javier Ma´rquez Diez Canedo Gerente de
Riesgos del Banco de Me´xico, es una buena alternativa para mercados emergentes en donde
la problema´tica esta´ definida alrededor de la limitacio´n en la informacio´n y brinda apoyo
en la administracio´n de riesgos y solucionar el problema de co´mo utilizar la distribucio´n de
probabilidad de pe´rdida para identificar dimensiones de concentracio´n de riesgo excesivo y
fijar l´ımites de cre´dito a partir de una medida de riesgo que para este caso es el Valor en
Riesgo (VaR) de una cartera de cre´ditos.
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un modelo general para cualquier portafolio crediticio que sea aplicable para el
mercado crediticio ecuatoriano. En este contexto, es necesario mencionar que
para el desarrollo de e´stos modelos es fundamental cuantificar la dependencia
contempora´nea entre cre´ditos incumplidos y no condicionar a una distribu-
cio´n en particular14, para lo cual se utiliza el modelo de dependencia llamado
co´pula, esta funcio´n no realiza supuestos sobre las distribuciones marginales
de las variables aleatorias, ni tampoco sobre la relacio´n de dependencia entre
ellas, permitiendo que capture la dina´mica real entre las variables aleatorias
ya que aproxima la distribucio´n conjunta de variables aleatorias a partir de
sus distribuciones marginales, y para el caso de riesgo de cre´dito aproxima la
distribucio´n de pe´rdidas del portafolio a partir de las distribuciones marginales
de los cre´ditos incumplidos, lo que permite cuantificar de manera adecuada la
pe´rdida extrema del portafolio.
El resto del documento esta´ compuesto de la siguiente forma: en la segunda
seccio´n se presenta los supuestos utilizados para la construccio´n de los modelos
de riesgo de cre´dito, y las principales caracter´ısticas de los modelos de riesgo de
cre´dito CreditMetricsMT , KMV, CreditRisk+. En la tercera seccio´n se presen-
ta el concepto de co´pulas, propiedades y sus diferentes familias. En la cuarta
seccio´n, se presentan las definiciones, propiedades de los modelos de riesgo de
cre´dito por umbrales, mixtura y concentracio´n crediticia. En el seccio´n quinta,
se presenta la aplicacio´n de los modelos crediticios en una cartera de cre´ditos
automotrices y finalmente en la sexta seccio´n se detallan las conclusiones.
2. Modelos de riesgo de cre´dito
Supo´nganse que se dispone de un portafolio con N pre´stamos o bonos, y el
administrador quiere conocer el valor del mismo al final de un an˜o, el primer
inconveniente para determinar dicho valor es conocer el comportamiento que
puede tener cada pre´stamo. Un pre´stamo al final del an˜o puede estar en uno
de los siguientes estados: cumplir o incumplir el pago del pre´stamo segu´n lo
pactado, desde el punto de vista estad´ıstico, este comportamiento se puede
considerar como un experimento de Bernoulli, y se lo define de la siguiente
manera:
Xi =
{
1 con probabilidad pi
0 con probabilidad 1− pi
donde, la variable Xi, toma el valor de 1 cuando el pre´stamo i ha incumpli-
do, con una probabilidad pi, es decir, pi = P {Xi = 1} y esto ocurre para todos
14Como es el caso de la distribucio´n normal multivariada que es utilizada en todos los
modelos para portafolios crediticios.
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los pre´stamos i = 1, ..., N.
Si el estado del pre´stamo es el incumplimiento en un per´ıodo futuro T,
entonces el prestamista solamente recibe un porcentaje del total de la deuda,
cuyo porcentaje corresponde a la tasa de recuperacio´n, esta tasa se considera
aleatoria ya que dependen de la calidad crediticia del pre´stamo; es decir, si el
pre´stamo tiene una mala calificacio´n por ejemplo E, entonces la tasa de re-
cuperacio´n sera´ baja, ya que para recuperar el monto prestado se tiene que
incurrir en costos legales, operacionales y de cobranza, situacio´n que sucede lo
contrario cuando tienen una buena calificacio´n crediticia.
Si denotamos por ri a la tasa de recuperacio´n, y Li al valor del pre´stamo,
entonces la pe´rdida del portafolio en un per´ıodo de tiempo T sera´:
L =
N∑
i=1
Xi(1− ri)Li
As´ı tan pronto conozcamos la distribucio´n multivariada del vector aleatorio
(X1, ..., XN , r1, ..., rN ) , la distribucio´n de pe´rdida del portafolio al per´ıodo T
queda completamente especificado.
Dado que la dependencia entre la tasa de recuperacio´n y el incumplimiento
no es tan fa´cil de comprender, los modelos de riesgo cre´dito que se han desa-
rrollado a nivel internacional (KMV, CreditMetricsTM , RiskMetrics+) asumen
que la tasa de recuperacio´n se la puede considerar determin´ıstica, de tal mane-
ra que solamente es necesario conocer la distribucio´n multivariada del vector
aleatorio (X1, ..., XN ) , para determinar la distribucio´n de pe´rdida del portafo-
lio de cre´dito.
Desde el punto de vista estad´ıstico existen tres problemas a tomar en cuen-
ta cuando se modela la distribucio´n de pe´rdida de un portafolio de cre´dito:
1. Dependencia entre incumplimientos
2. Nu´mero de cre´ditos del portafolio
3. Falta de informacio´n histo´rica
Los modelos que de alguna manera han tratado de manejar los anterio-
res problemas son los modelos CreditMetricsTM , KMV y CreditRisk+, de los
cuales se pueden considerar que el KMV y el modelo CreditMetricsTM son
equivalentes siempre y cuando restrinjamos al CreditMetricsTM a un portafo-
lio de pe´rdidas para un per´ıodo. En ambas aproximaciones se considera que el
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retorno del logaritmo de los activos siguen una distribucio´n normal multivaria-
da, adema´s se considera que una empresa cae en incumplimiento en el per´ıodo
T siempre y cuando el valor de los activos cae muy por debajo de un cierto
umbral o equivalentemente cuando el logaritmo estandarizado del retorno de
los activos caen por debajo de un punto de incumplimiento DD.
En ambos modelos la estimacio´n de las correlaciones del logaritmo de los
retornos de los activos utilizan los modelos factoriales. Debido a esta equivalen-
cia matema´tica entre estos modelos, se puede decir que los modelos descritos15
en esta seccio´n se pueden resumir en KMV/CreditMetricsTM y CreditRisk+
donde las principales caracter´ısticas son:
KMV/CreditMetricsTM
Z = Retorno de los activos estandarizado
∼ N (0,Σ) ,Σ =Matriz de correlaciones
Zi =
K∑
j=1
aijRj + εi (Modelo Factorial)
Xi = Indicador de incumplimiento de la empresa i
= I{zi<DDi} = I{zi<φ1(pi)}
pi = Probabilidad de incumplimiento de una empresa i
CreditRisk+
Xi = Indicador de incumplimiento de la empresa i, Xi ∼ Bernoulli(pi)
pi = pi
K∑
j=1
aijRj , (Modelo Factorial),
K∑
j=1
aij = 1
pi = Probabilidad de incumplimiento promedio de la empresa i
3. Modelos co´pulas
En las secciones anteriores, se realizo´ una descripcio´n detallada de los mo-
delos de riesgo de cre´dito ma´s populares, que pueden ser divididos en dos
clases, los modelos de variables latentes y los modelos de mixtura. En parti-
cular, estos modelos tienen por objetivo determinar la distribucio´n de pe´rdida
15Un mejor detalle de estos modelos puede encontrarse en los documentos de Crounhy,
Galai y Mark (2000), Gordy Michel (2000) y Nyfeler Mark (2000).
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y ganancia del portafolio crediticio que se encuentra altamente influenciado
por el incumplimiento simulta´neo de los cre´ditos; en este sentido, es necesario
que el modelo de riesgo de cre´dito para portafolios cuantifique la dependencia
entre cre´ditos incumplidos a trave´s de su respectiva distribucio´n conjunta. Los
modelos populares de riesgo de cre´dito imponen una estructura de dependen-
cia del portafolio a partir del supuesto de que la distribucio´n conjunta de los
cre´ditos incumplidos siga una ley normal multivariada, donde esta distribucio´n
tiene la caracter´ıstica de ser sime´trica y presentar colas livianas; situacio´n que
es muy irreal para el caso de riesgo de cre´dito.
Una medida alternativa de dependencia muy u´til para modelar la distribu-
cio´n multivariada es la funcio´n co´pula, que une en una distribucio´n de proba-
bilidad multivariada a una coleccio´n de funciones de probabilidad marginales
univariadas y as´ı determinar la estructura de dependencia. A trave´s de co´pu-
las se libera el supuesto de que los cre´ditos incumplidos sigan una distribucio´n
normal multivariada, ma´s au´n permite unir las distribuciones marginales de
los incumplimientos en diferentes estructuras de dependencia lo que permite
obtener una estructura de dependencia particular para la distribucio´n conjun-
ta del portafolio y obtener una descripcio´n ma´s realista de las caracter´ısticas
emp´ıricas de los cre´ditos incumplidos, as´ı las co´pulas constituyen ser una he-
rramienta que es capaz de cuantificar las pe´rdidas extremas de una cartera de
cre´ditos.
En este sentido, las co´pulas es un punto referencial para la construccio´n y
calibracio´n de los modelos de riesgo de cre´dito, en la presente seccio´n se hace
una descripcio´n ma´s detallada de esta herramienta econome´trica.
3.1. Co´pulas y sus propiedades
En la teor´ıa financiera, el concepto de correlacio´n es de suma importancia
ya que juega un papel central en los modelos financieros, por ejemplo en el
modelo de valuacio´n de activos de capital (CAPM), o en la teor´ıa de arbitraje
(APT), donde utilizan la correlacio´n como una medida de dependencia entre
diferentes instrumentos financieros ya que la teor´ıa se fundamenta en la su-
posicio´n que los retornos de los factores de riesgo16 siguen una distribucio´n
normal multivariada.
A menudo, cada vez ma´s se ha utilizado a la correlacio´n como una medida
de dependencia en la administracio´n de riesgo, donde se supone que el retorno
16Se considera a ciertas variables estoca´sticas que inciden o controlan el comportamiento
de los instrumentos financieros tales como las acciones, bonos, el incumplimiento de un
cre´dito, etc.
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de los factores de riesgo se distribuye normalmente; sin embargo, este supuesto
es completamente inaceptable para el caso del riesgo de cre´dito donde la dis-
tribucio´n de las pe´rdidas no es sime´trica y se caracteriza por tener la cola de la
derecha pesada; es decir, que tiene mayor frecuencia la ocurrencia de cre´ditos
incumplidos.
A pesar que la correlacio´n es un concepto que se utiliza en las finanzas mo-
dernas, es mal entendido, debido a que e´sta se generaliza como una medida de
dependencia, donde solamente es adecuado para el caso de las distribuciones
normales multivariadas y ma´s generalmente en las distribuciones esfe´ricas y
el´ıpticas. Las distribuciones el´ıpticas17 son distribuciones cuya densidad son
elipsoides constantes; por ejemplo, para el caso de una distribucio´n t bivaria-
da, las l´ıneas de contorno de la superficie de la densidad son elipses tal como
se aprecia en la Figura 2.
Figura 2: Gra´fico de densidad, contorno y dispersio´n de una distribucio´n t
bivariada con correlacio´n del 70% y marginales con distribuciones gamma.
En la distribucio´n el´ıptica, es natural utilizar la matriz de correlacio´n como
un resumen de la estructura de dependencia, adema´s en el mundo de las dis-
tribuciones el´ıpticas tiene sentido la optimizacio´n de portafolios (Markowitz,
CAPM). Cabe mencionar que en esta distribucio´n si los componentes no esta´n
correlacionados no significa que sean independientes, solamente en la distribu-
cio´n normal multivariada la correlacio´n nula se interpreta como independencia.
17La distribucio´n normal multivariada es un caso especial.
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Fuera del mundo de las distribuciones el´ıpticas, la correlacio´n debe uti-
lizarse con cuidado. Desafortunadamente, la mayor parte de la dependencia
entre los riesgos financieros no presentan una distribucio´n el´ıptica, tan solo
en el riesgo de mercado la distribucio´n normal o el´ıptica aparentemente tiene
sentido utilizarlo.
De lo mencionado anteriormente, es necesario tener claro el concepto de
correlacio´n para lo cual se la puede describir de la siguiente manera:
Es una medida de relacio´n lineal entre variables aleatorias
Correlacio´n cero no implica independencia, esto so´lo es verdad con las
variables aleatorias gaussianas;
La correlacio´n es la covarianza de dos variables aleatorias divididas por
sus desviaciones t´ıpicas.
A partir de esto, surgen algunas preguntas importantes respecto a la corre-
lacio´n, tales como ¿Cua´ndo existe la correlacio´n?, ¿Que´ significa correlacio´n
en el contexto de variables gaussianas?, ¿Que´ sucede con la correlacio´n si no
tratamos con variables gaussianas?.
Normalmente, una de las primeras cosas que se hace para analizar un con-
junto de series financieras es estimar la correlacio´n, pero ¿Que´ significa este
nu´mero?, recordemos que la correlacio´n lineal o de Pearson se define como:
ρ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
V ar(X)
√
V ar(Y )
, (1)
pero en el caso de una distribucio´n t de student, la varianza es:
V ar(X) =
C
C − 2 ,
donde C es el nu´mero de grados de libertad. Por lo que para valores de
C ≤ 2, la expresio´n anterior no es un nu´mero real positivo, es decir para 2 o
menos grados de libertad la varianza no existe, por lo que la varianza no con-
verge a pesar que se aumente el taman˜o de muestra. De lo anterior se puede
afirmar que cualquier par de variables aleatorias cuyas distribuciones presen-
ten colas pesadas no esta´n correlacionadas; sin embargo, esto no significa que
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Figura 3: Gra´ficos Q-Q de las variables aleatorias normales X,Y y de la variable
S=X+Y, y gra´fico de dispersio´n de las variables normales X,Y que tienen
correlacio´n cero.
no este´n relacionadas entre s´ı (linealmente o no).
Muchos de los problemas, restricciones y cuidados que se han de tener con
el concepto de correlacio´n parece que se acaban cuando se trabaja con varia-
bles aleatorias gaussianas ya que este tipo de distribuciones no tienen colas
pesadas; sin embargo, esto no es verdad, para aclarar esto se generan dos va-
riables aleatorias a partir de distribuciones normales esta´ndar, cuya correlacio´n
es cero, tal como se presenta en la Figura 3, donde claramente se observa en el
Gra´fico de dispersio´n que las variables aleatorias X, Y no son independientes.
Para ser ma´s espec´ıfico, la correlacio´n es una buena medida de dependencia
cuando las variables aleatorias X,Y siguen una distribucio´n normal multiva-
riada, con la caracter´ıstica que los marginales siguen una distribucio´n normal
y la suma de sus componentes es normal.
Por lo tanto, dos variables aleatorias normales no correlacionadas no
tienen por que´ ser independientes; solo lo sera´ si la distribucio´n conjunta de
las variables es tambie´n gaussiana.
De lo presentado hasta este momento, se observa que la correlacio´n tienen
algunos problemas cuando se generaliza como una medida de dependencia, a
continuacio´n detallamos una lista de problemas que tiene la correlacio´n cuando
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se utiliza como una medida de dependencia en el riesgo financiero18:
1. La correlacio´n es simplemente una medida de dependencia, y no dice to-
do lo que se quisiera conocer sobre la estructura de dependencia de los
riesgos financieros (como por ejemplo la dependencia entre los valores
extremos); al ser una medida escalar este resume toda la relacio´n de de-
pendencia entre los factores de riesgo en un solo nu´mero, aunque facilita
la interpretacio´n, puede tener inconvenientes en la toma de decisiones; en
la Figura 4, se muestra co´mo es posible tener dos variables aleatorias que
tiene una correlacio´n del 70%, pero sin embargo se llega a conclusiones
completamente diferentes.
2. Los valores que puede tener la correlacio´n depende de la distribucio´n de
los marginales de los ı´ndices de riesgos.
3. Dependencia perfecta positiva o negativa entre los ı´ndices de riesgos, no
necesariamente tiene correlacio´n de 1 o -1 respectivamente.
4. Una correlacio´n de cero no indica independencia entre los riesgos
5. La correlacio´n solamente es invariante ante transformaciones lineales; por
ejemplo, log(X) y log(Y) generalmente no tiene la misma correlacio´n de
X y Y.
6. La correlacio´n solamente es definida cuando la varianza de los ı´ndices de
riesgos es finita, e´sta no es una apropiada medida de dependencia cuando
las distribuciones presentan colas pesadas donde la varianza es infinita.
Se puede observar que la correlacio´n lineal tiene algunos limitantes para
medir la dependencia, por lo que es necesario identificar otras medidas de de-
pendencia, tales como las medidas de correlacio´n de rango y los coeficientes de
dependencia en las colas.
Las medidas de correlacio´n de rango, miden el grado de dependencia entre
dos variables aleatorias sin suponer que la relacio´n de dependencia sea lineal;
adema´s, estas correlaciones requieren solamente que las variables sean medidas
en nivel ordinal, es decir la estimacio´n emp´ırica de las medidas de correlacio´n
de rango pueden ser calculadas de forma no parame´trica a partir de los rangos
de los datos, adema´s estas medidas de correlacio´n de rango son invariantes
bajo transformaciones mono´tonas crecientes. El coeficiente de dependencia en
las colas, permite medir la dependencia existente entre los valores extremos
de las variables aleatorias, esta caracter´ıstica es importante en la medicio´n de
18Esta lista de problemas que tiene la correlacio´n como una medida de dependencia fue
tomada del documento de Embrechts, McNeil y Daniel Straumann.
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Figura 4: Simulacio´n de 5000 realizaciones de dos variables aleatorias Weibull
con coeficiente de correlacio´n 0.7 y dos estructuras de dependencias diferentes.
riesgo financiero y en la administracio´n de portafolio.
A pesar que e´stas medidas de dependencia no presentan los limitantes de
la correlacio´n lineal, hay que mencionar que con estas no es posible modelar la
dependencia de un sistema de d factores de riesgo, sin embargo existe una me-
dida de dependencia que no tiene este limitante y es la llamada funcio´n Co´pula.
La co´pula permite modelar la dependencia entre d factores de riesgo a trave´s
de una funcio´n que satisface algunas propiedades particulares que la hacen ide-
al para modelar dependencia, esta aproximacio´n tiene la ventaja de presentar
el concepto de dependencia como una estructura que describe completamente
la relacio´n entre los factores de riesgo, en lugar de tratar de resumirla en un
solo nu´mero. No obstante, pensar en una estructura de este tipo implica una
mayor complejidad en su interpretacio´n.
Las principales ventajas que tiene la co´pula como una adecuada medida de
dependencia son las siguientes:
Extrae la estructura de dependencia de la funcio´n de distribucio´n multi-
variada, por lo que tiene mucha ma´s informacio´n acerca de la dependencia
entre d variables aleatorias que la puede contener en un so´lo nu´mero.
Toma en cuenta todos los posibles casos de dependencia.
Es invariante ante transformaciones mono´tonas crecientes incluyendo las
transformaciones afines positivas.
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Permite representar una estructura de dependencia de variables aleato-
rias donde sus respectivas funciones marginales no incide en esta estruc-
tura.
Se puede obtener las medidas de correlacio´n de rango y los coeficientes de
dependencia en las colas, lo que permite medir la dependencia de manera
general.
Para definir una co´pula se empieza considerando d variables aleatorias con
distribuciones uniformes esta´ndar U1, ..., Ud, que pueden estar relacionadas. La
dependencia entre estas variables aleatorias queda completamente descrita a
trave´s de su funcio´n de distribucio´n conjunta.
F (u1, ..., ud) = P[U1 ≤ u1, ..., Ud ≤ ud] (2)
En ausencia de un modelo que permita cuantificar la dependencia entre las
d variables aleatorias, se utiliza la correlacio´n como una medida de dependen-
cia; sin embargo, esta presenta ciertos limitantes. Si se podr´ıa disponer de un
modelo parecido a la funcio´n de distribucio´n conjunta F , entonces se cono-
cer´ıa todo lo que se deber´ıa conocer de la dependencia entre las d variables
aleatorias. La idea de separar de F una parte que describe la estructura de
dependencia y otra que describe el comportamiento de los marginales es el que
se centra el concepto de co´pula.
La co´pula es una funcio´n de distribucio´n multivariada C : [0, 1]d → [0, 1]
donde sus distribuciones marginales son uniformes esta´ndar Ui ∼ U (0, 1)
i = 1, 2, . . . , d. La co´pula posee las siguientes propiedades:
i) C (u1, . . . , ud) es creciente en cada componente ui
ii) C (1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1) = ui para todo i ∈ {1, 2, . . . , d} , ui ∈ [0, 1].
iii) Para todo (a1, . . . , ad) , (b1, . . . , bd) ∈ [0, 1]d con ai ≤ bi se tiene que:
2∑
i1=1
· · ·
2∑
id=1
(1)i1+...+idC(u1i1,...,1id) ≥ 0
donde uj1 = aj y uj2 = bj para todo j ∈ {1, 2, . . . , d} .
iv) Para cada co´pula C (u1, . . . , ud) se tiene los siguientes l´ımites:
max
{
d∑
i=1
ui + 1d, 0
}
≤ C(u) ≤ mı´n(u1 , ..., ud).
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Sklar [1959] mostro´ que es posible comprender la estructura de dependencia
de un vector aleatorio a trave´s de la co´pula a partir de dos observaciones: la
primera, que toda funcio´n de distribucio´n multivariada de variables aleatorias
continuas tiene una co´pula asociada y la segunda, que la funcio´n de distribu-
cio´n multivariada puede ser construida a partir de una co´pula y las funciones
de distribucio´n marginales.
Teorema 1 (Teorema de Sklar). Sea F (r1, ..., rd) la funcio´n de distribucio´n
conjunta de las variables aleatorias R1, ..., Rd, con funciones de distribucio´n
marginales F1(r1), ..., Fd(rd). Existe una funcio´n C˙[0, 1]d → [0, 1] tal que:
F (r1,..., rd) = C(F1(r1), ..., Fd(rd)) (3)
para todo r1, .., rd. La funcio´n C es conocida como la co´pula de variables aleato-
rias. Si F1(r1), ..., Fd(rd) son continuas entonces C es u´nica. De otra forma C
esta´ definida u´nicamente en el Ran(F1)×· · ·×Ran(Fd) donde Ran(Fi) denota
el rango de la funcio´n Fi. Ana´logamente si C es una co´pula y F1(r1), ..., Fd(rd)
son funciones de distribucio´n univariadas, entonces F (r1..., rd) definida en (3)
es una funcio´n de distribucio´n conjunta de marginales F1(r1), ..., Fd(rd).
Existen una gran cantidad de funciones que satisfacen las condiciones nece-
sarias para ser consideradas como co´pulas, de acuerdo con sus caracter´ısticas,
las co´pulas pueden ser agrupadas en diferentes categor´ıas19, siendo estas:
1. Fundamentales, se encuentran asociadas con los casos extremos de de-
pendencia como la comonotonicidad, contracomonotonicidad e indepen-
dencia.
2. Formas funcionales, en esta agrupacio´n se identifica las co´pulas expli-
citas e impl´ıcitas, la primera corresponde aquellas co´pulas que pueden
ser expresadas a trave´s de una forma funcional cerrada, por ejemplo
las co´pulas fundamentales; la segunda agrupacio´n corresponde a co´pulas
que son derivadas de las funciones de distribucio´n multivariadas conoci-
das, aunque sus formas funcionales no son simples o cerradas, como por
ejemplo las co´pulas derivadas de las funciones de distribucio´n normal y
t multivariada.
3. Caracter´ısticas particulares, en esta agrupacio´n depende directamente
de las caracter´ısticas particulares de las co´pulas, es posible identificar
tres grandes grupos o familias de co´pulas siendo las co´pulas: El´ıpticas,
Arquimidianas y Valor Extremo.
19Las co´pulas pueden pertenecer a ma´s de una categor´ıa.
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3.1.1. Co´pulas Fundamentales
En la pra´ctica, el coeficiente de correlacio´n lineal de Pearson es la medida
de dependencia ma´s utilizada; sin embargo, como se presento´ anteriormente,
esta medida presenta ciertos inconvenientes, por lo que es necesario conocer
medidas alternativas de dependencia que sean consistentes y confiables para
el administrador de riesgo como es el caso de las Medidas de correlacio´n de
rango y el coeficiente de dependencia en las colas, sin embargo, para el mejor
entendimiento de estas medidas es necesario disponer de otros conceptos de
dependencia como es la comonotonicidad, contramonotonicidad, concordancia
y discordancia
La comonotonicidad tambie´n conocida como dependencia perfecta positiva
se interpreta como la existencia de una alta probabilidad de que un par de vari-
ables aleatorias (X1, X2) tome valores altos o bajos al mismo tiempo; ana´logo
a e´ste concepto se encuentra la contramonotonicidad o dependencia perfecta
negativa y se refiere a la existencia de una alta probabilidad que en el par de
variables aleatorias (X1, X2), X1 presente valores altos mientras que X2 pre-
sente valores bajos o viceversa. En la Figura 5 se presenta dos variables aleato-
rias X1, X2 comonoto´nicas (panel izquierdo) y contracomonoto´nicas (panel
derecho) donde claramente se observa la dependencia perfecta positiva y neg-
ativa de las variables aleatorias.
Figura 5: Dispersio´n de dos variables aleatorias con dependencia perfecta pos-
itiva (Panel izquierdo) y negativa (Panel derecho).
Adicional a los conceptos de comonotonicidad y contramonotonicidad se
encuentra los conceptos de concordancia y discordancia, los cuales ofrecen in-
formacio´n acerca del signo de la dependencia entre dos variables aleatorias.
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De manera informal se puede decir que un par de variables son concordantes
si ”grandes” valores de una variables esta asociado con ”grandes” valores de la
otra, y ”pequen˜os” valores de la una con ”pequen˜os” valores de la otra variable.
La siguiente definicio´n formaliza los conceptos de concordante y discordante
de dos variables aleatorias.
Definicio´n 1 (Concordancia y discordancia). Sean dos observaciones (xi, yi) y
(xj , yj) del vector aleatorio continuo (X,Y ), se dicen que son concordantes, si
xi < xj y yi < yj o si xi > xj y yi > yj. Ana´logamente, (xi, yi) y (xj , yj) son
discordantes si xi < xj y yi > yj o si xi > xj y yi < yj . Una formulacio´n
alternativa es que (xi, yi) y (xj , yj) son concordantes , si
(xi − xj)(yi − yj) > 0,
y es discordante si
(xi − xj)(yi − yj) < 0.
En este contexto, dos variables aleatorias son concordantes si el sentido de
los cambios de una variable tiende a estar asociado con el sentido de los cam-
bios de la otra, es decir que cambios positivos (negativos) de una variable se
encuentran asociados con cambios positivos (negativos) de la otra. De forma
ana´loga, dos variables aleatorias son discordantes si cambios positivos (nega-
tivos) de una de ellas tiende a estar asociados con cambios negativos (positivos)
de la otra. A partir de la definicio´n 1 se puede decir que la comonotonicidad
y la contramonotonicidad son los valores extremos de la concordancia y dis-
cordancia de dos variables aleatorias respectivamente. Finalmente, el caso de
independencia para un par de variables aleatorias se puede expresar de manera
clara y concisa a partir de la siguiente definicio´n.
Definicio´n 2 (Independencia). Sea un vector aleatorio X = (X1, X2)t con
distribucio´n conjunta F y marginales F1, ..., Fd, se dice que los componentes
de X son mutuamente independientes si y solamente si
F (x) = F1(x)F2(x), para todo x. (4)
No´tese que las anteriores definiciones permiten comprender el grado de de-
pendencia que puede tener un par de variables aleatorias, y en este sentido es
necesario definir ciertas co´pulas que permita realizar una ana´lisis inicial de de-
pendencia de un sistema de d variables aleatorias, e´stas co´pulas son llamadas
co´pulas fundamentales, mismas que pueden corresponde a la co´pula producto
y los l´ımites de Fre´chet.
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La co´pula producto, permite identificar un sistema de d variables aleatorias
independientes para lo cual combina el teorema de Sklar con la funcio´n multi-
variada producto o independiente dando como resultado la siguiente co´pula:
Cind(x1, ..., xd) =
d∏
i=1
xi
Una manera sencilla de presentar la estructura de dependencia de una co´pu-
la es a trave´s de la simulacio´n, en la Figura 6 se presenta la dispersio´n de dos
variables aleatorias uniformes esta´ndar con una distribucio´n multivariada igual
a la co´pula producto.
Figura 6: Simulacio´n de 1000 datos de una co´pula bivariada independiente.
Los l´ımites de Fre´chet, permiten identificar los l´ımites de dependencia que
puede tener un sistema de d variables aleatorias, y para el caso el caso de una
funcio´n de distribucio´n conjunta bivariada, los l´ımites de la funcio´n de distribu-
cio´n se denota por M(x1, x2) = mı´n(x1, x2) y W (x1, x2) = ma´x(x1+x2− 1, 0)
que corresponden a los l´ımites superior e inferior respectivamente. De tal ma-
nera que los l´ımites de Fre´chet de una co´pula C bivariada son:
W (x1,x2) ≤ C ≤M(x1, x2)
En la Figura 7 se presenta las dispersiones de las distribuciones de los
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l´ımites de Fre´chet, donde se puede observar que el l´ımite superior de Fre´chet
corresponde al caso de dependencia perfecta positiva o comonotonicidad y el
l´ımite inferior de Fre´chet corresponde a la dependencia perfecta negativa o
contracomonotonicidad.
Figura 7: 10000 datos simulados de los l´ımites de Fre´chet
3.1.2. Familias de Co´pulas
Co´pulas El´ıpticas Las distribuciones el´ıpticas juegan un papel importante
en finanzas, debido a que constituye una fuente de distribuciones multivariantes
que poseen muchas de las buenas propiedades de la distribucio´n normal mul-
tivariante y facilitan la obtencio´n de modelos multivariantes para extremos y
otras formas de dependencia no normales. Las co´pulas el´ıpticas no son ma´s
que las co´pulas de distribuciones el´ıpticas por lo que las curvas de nivel de las
variables aleatorias que tengan este tipo de co´pulas forman elipses. Las dos
co´pulas ma´s importantes de esta familia de co´pulas son la co´pula normal (o
Gaussiana) y la co´pula t de student, las cuales se derivan de las funciones de
distribucio´n multivariada que poseen estos mismos nombres. La simulacio´n a
partir de este tipo de distribuciones es sencilla y, como consecuencia del teo-
rema de Sklar, tambie´n lo es a partir de co´pulas el´ıpticas. Adema´s permiten
calcular fa´cilmente los coeficientes de correlacio´n de rangos y dependencia en
colas.
Definicio´n 3. Sea X un vector aleatorio n dimensional, µ ∈ R y Σ una matriz
sime´trica de dimensio´n n× n y definida no negativa. Se dice que X tiene una
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distribucio´n el´ıptica de para´metros µ, Σ y φ si la funcio´n caracter´ıstica de Xµ
es de la forma:
ϕXµ(t) = φ(tTΣt)
Un vector que sigue una distribucio´n el´ıptica se lo denota porX ∼ En(µ,Σ, φ)
y φ recibe el nombre de generador caracter´ıstico. Si X ∼ En(µ,Σ, φ), donde
Σ es una matriz diagonal, entonces X tiene componentes no correlacionadas
(si 0 ≤ V (Xi) ≤ +∞). La distribucio´n normal multivariada es la u´nica entre
las distribuciones el´ıpticas en la que componentes no correlacionadas implica
componentes independientes.
Definicio´n 4. Sea R una matriz sime´trica, definida positiva y ΦnR la funcio´n
de distribucio´n normal multivariante estandarizada. La co´pula gaussiana se
define como:
CR(u1, ..., un) = ΦnR(φ
1(u1), ..., φ1(un))
= (5)
= . . .
φ1(un)∫
∞
1
(2pi)
d
2 |R| 12
exp
(
1
2
xTP 1x
)
dx1...dxn (6)
donde φ1 es la funcio´n de distribucio´n inversa de la distribucio´n normal esta´ndar.
Las co´pulas gaussianas no tienen dependencia en las colas y ha sido la u´nica
utilizable durante mucho tiempo; de hecho la metodolog´ıa RiskMetricsTM la
usa hace varios an˜os en gestio´n de riesgos de carteras mediante simulaciones
Monte Carlo.
Existe otra co´pula dentro de la familia el´ıptica que reviste intere´s, es la
llamada co´pula t de student, donde se supone que X tiene una representacio´n
estoca´stica de la siguiente manera:
X =d µ+
√
v√
S
Z
donde µ ∈ R, S ∼ χ2v y Z ∼ Nn(0,Σ) son independientes, entonces X tiene
una distribucio´n t de Student n variante de media µ y v grados de libertad.
Su matriz de covarianza es vv2Σ (para v>2). Si v ≤ 2 entonces Cov(X) no
esta´ definida. En este caso se interpreta Σ como el para´metro de forma de la
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distribucio´n de X.
Definicio´n 5. Sea R una matriz sime´trica, definida positiva y X el vector
aleatorio definido anteriormente. La co´pula t de Student Multivariada se define
como:
Ctv,R(u1, ..., un) = t
n
v,R(t
1
v(u1), ..., t
1
v(un))
(7)
= . . .
t1v(un)∫
∞
Γ(v+d2 ) |R|
Γ(v2 ) (vpi)
d
2
exp
(
1 +
1
v
xTP 1x
) v+d
2
dx1...dxn (8)
donde
Rij =
Σij√
ΣiiΣjj
para todo i, j ∈ {1, ..., n}
y tnv,R denota la funcio´n de distribucio´n t de Student multivariada de
√
v√
S
Y
con S ∼ χ2 e Y ∼ Nn(0, R) independientes, con matriz de correlacio´n R y v
grados de libertad y t1v es la funcio´n de distribucio´n inversa asociada a la dis-
tribucio´n t univariada con v grados de libertad. Las co´pulas el´ıpticas resultan
atractivas en el mundo financiero, ya que en portafolios conformados por fac-
tores de riesgo que sigan una distribucio´n el´ıptica se satisface las condiciones
que garantizan la subaditividad del valor en riesgo (VaR) y el principio de di-
versificacio´n, de tal forma que la optimizacio´n del portafolio resulta apropiada.
Se puede apreciar que las ecuaciones (6) y (8) se encuentran definidas en
te´rminos de las funciones de distribucio´n inversas de φ−1 y t−1v , estas se evalu´an
en las variables ui = Fi(ri) con i = 1, ..., n, donde Fi corresponde a una funcio´n
de distribucio´n arbitraria, de aqu´ı las variables aleatorias cuyas estructura de
dependencia este descrita por una co´pula Gaussiana o una t de Student puede
describir comportamientos marginales diferentes. Las distribuciones derivadas
de esta manera son conocidas como meta-distribuciones y pueden ser pensadas
como una generalizacio´n de las distribuciones multivariadas tradicionales. Por
ejemplo, una distribucio´n meta-Gaussiana ser´ıa aquella cuyo comportamiento
multivariado es descrita por una co´pula Gaussiana pero al menos una de las
distribuciones marginales sea diferente de la distribucio´n normal.
En la parte superior de la Figura 8 se presenta la densidad de la distribu-
cio´n meta-t de Student con 5 grados de libertad y marginales Weibull y en
la parte inferior corresponde la densidad multivariada de dos variables aleato-
rias que tienen una co´pula gaussiana y funciones de distribucio´n marginales
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Figura 8: Superficies y funciones de densidades asociadas a dos distribuciones
el´ıpticas bivariadas
normal esta´ndar, en ambos casos la correlacio´n es del 70%. Claramente se
observa que las gra´ficas de contorno tienen formas el´ıpticas con la caracter´ısti-
ca que la primera distribucio´n presenta dependencia en la cola inferior por lo
que las meta-distribuciones permiten incorporar ciertas estructuras espec´ıficas
de dependencias que permite describir el comportamiento multivariado de las
variables aleatorias.
Co´pulas Arquimidianas Un particular grupo de co´pulas que han probado
ser u´tiles en una gran cantidad de modelos emp´ıricos es la llamada clase Ar-
quimidiana. Las co´pulas Arquimidianas permiten capturar una gran variedad
de estructuras de dependencia. Como se vera´ ma´s adelante, la representacio´n
arquimidiana de co´pulas permite reducir al estudio de una co´pula multivarian-
te a una u´nica funcio´n univariante.
Se considera una clase Φ de funciones ϕ : [0, 1] → [0,∞] cuyas derivadas
son continuas sobre (0, 1) con las propiedades que ϕ(1) = 0, ϕ
′
(t) < 0 (de-
creciente) y ϕ
′′
(t) > 0 (convexo) para todo 0 < t < 1, es decir ϕ(t ) es una
funcio´n convexa decreciente. Adema´s si ϕ(0) = ∞ entonces se garantiza que
la inversa (ϕ−1) existe.
Alguna funcio´n que tenga estas propiedades es capaz de generar una fun-
cio´n de distribucio´n bivariada, de tal forma que ϕ recibe el nombre de funcio´n
generadora.
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Si ϕ(0) <∞, la funcio´n generadora no es estricta por lo que existe su seudo
inverso, en este caso la co´pula toma la forma de C(u1, u2) = ma´x[(, ), 0]; por
ejemplo, se considera la funcio´n generadora ϕ(t) = (1 − t)θ, θ ∈ [1,∞), esto
genera la co´pula C(u1, u2) = ma´x[1− [(1− u1)θ + (1− u2)θ]1/θ, 0].
La inversa del generador se escribe como ϕ−1 y su seudo inversa se escribe
como ϕ[−1], donde la definicio´n formal de seudo inversa es la siguiente:
ϕ[−1](t) =
{
ϕ−1(t) 0 ≤ t ≤ ϕ(0)
0 ϕ(t) ≤ t ≤ +∞
y
ϕ[1](ϕ(t)) = t
Definicio´n 6. Se dice que una co´pula C es arquimidiana si es de la forma:
C(u1, ..., un) =
 ϕ
1 (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)) si
n∑
i=1
ϕ(ui) ≤ ϕ(0)
0 en otro caso
(9)
ϕ(u) se denomina generador de la co´pula. Si ϕ(0) = ∞, decimos que ϕ
es un generador estricto por lo que su inverso siempre existe (dado que un
gran nu´mero de resultados requiere que ϕ tenga inversa en (0,∞), solamente
consideramos generadores estrictos).
Las co´pulas arquimidianas son una familia de funciones muy numerosa, la
mayor´ıa de co´pulas que pertenece a esta familia son funciones de uno o dos
para´metros, lo que si bien permite representar fa´cilmente diferentes tipos de
dependencias, tambie´n implica una de sus mayores limitaciones, ya que resul-
ta complicado describir relaciones de dependencia complejas con un nu´mero
reducido de para´metros, en especial en dimensiones altas [Nelsen, 2006]. A
continuacio´n, se mencionan tres de las co´pulas Arquimidianas ma´s relevantes.
Co´pula Clayton. Tambie´n conocida como la co´pula de Cook y Johnson,
originalmente estudiada por Kimeldorf y Sampson (1975), toma la siguiente
forma:
CCl(u1, ..., ud) = (u−θ1 + · · ·+ u−θd − d+ 1)
1
θ
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donde el generador de esta familia es φ(t) = 1θ (t
−θ − 1) con θ > 0, cuando
θ se aproxima a cero los marginales son independientes y cuando se aproxima
al infinito la co´pula se aproxima al l´ımite superior de Fre´chet.
La co´pula de Clayton no permite cuantificar la dependencia negativa, por
lo que le convierte adecuada para medir la dependencia entre ı´ndices de riesgos
(mercado, cre´dito, liquidez y operacional) ya que presentan una alta depen-
dencia en la cola inferior y una baja dependencia en la cola superior de la
distribucio´n multivariada.
Figura 9: Gra´fico de densidad, contorno y dispersio´n de una co´pula bivariada
de Clayton con para´metro 0.5.
Por ejemplo, en la Figura 9 se presenta los gra´ficos de una co´pula bivariada
Arquimidiana de Clayton cuyos valores extremos de la cola inferior y superior
son 0.25 y 0 respectivamente y cuya correlacio´n de Kendall es del 20%, en
estas gra´ficas se identifica la alta dependencia que tiene la co´pula de Clayton
en la cola inferior.
Co´pula Frank El generador de la co´pula de Frank (1979) esta´ definido
por φ(t) = − log
(
exp(−θt)−1
exp(−θ)−1
)
, donde el valor del para´metro puede encontrarse
entre (−∞,∞), y la co´pula asociada a este generador toma la siguiente forma:
MALDONADO Y PAZMIN˜O: RIESGO DE CRE´DITO 31
CFr(u1, ..., ud) = −1
θ
log
1 +
d∏
i=1
(
e−θui − 1)
(e−θ − 1)d−1

Hay que tomar en cuenta que valores de −∞, 0 y ∞ corresponde al l´ımite
inferior de Fre´chet, independencia y al l´ımite superior de Fre´chet respectiva-
mente. La co´pula de Frank es muy popular por varias razones, siendo estas:
1. Permite cuantificar dependencia negativa entre marginales
2. La dependencia en las colas de la distribucio´n es sime´trica como la co´pula
Gaussiana y la de t de Student
3. Es completa en el sentido en que e´sta co´pula toma en cuenta los l´ımites
de Fre´chet, lo que significa que puede cuantificar una amplia gama de
dependencias que pueden ir desde la dependencia perfecta negativa hasta
la dependencia perfecta positiva
Figura 10: Gra´fico de densidad, contorno y dispersio´n de una co´pula de Frank
con para´metro 3.
De tal manera que la co´pula de Frank puede ser usada para modelar dis-
tribuciones que presenten fuerte dependencia positiva o negativa, sin embargo
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a partir de estudios realizados por Mester y Mackay (1994), se determino´ que
la dependencia en las colas de co´pula de Frank tienden a ser ma´s de´biles que
de la co´pula Gaussiana, por lo que se llego´ a la conclusio´n que la co´pula de
Frank es adecuado en casos donde la distribucio´n multivariada tiene de´bil de-
pendencia en las colas.
En la Figura 10 se presenta los gra´ficos de una co´pula bivariada arqui-
midiana de Frank donde los valores en la cola superior e inferior son 0 y la
correlacio´n de Kendall y Spearman son 0.56 y 0.76 respectivamente. En este
tipo de co´pula se observa que la dependencia en las colas es de´bil pero se tiene
una alta dependencia en la parte central de la distribucio´n.
Co´pula de Gumbel Tambie´n conocida como co´pula de Gumbel-Hougaard,
su generador esta´ definido por φ(t) = (− log(t))θ con θ > 1. En este caso la
co´pula de Gumbel toma la forma:
CGu(u1, ..., ud) = exp
(
−(u˜1, ..., u˜d)1/θ
)
donde u˜j = log(uj). Cuando el para´metro de dependencia toma valores
de 1 y ∞, la co´pula de Gumbel corresponde a la co´pula independiente y al
l´ımite superior de Fre´chet respectivamente. Al igual que la co´pula de Clayton,
la co´pula de Gumbel no permite cuantificar dependencia negativa pero con-
trariamente a Clayton esta presenta alta dependencia en la cola superior de la
distribucio´n y de´bil dependencia en la cola inferior.
En la Figura 11 se presenta los gra´ficos de una co´pula bivariada arquimi-
diana de Gumbel donde los valores en la cola superior e inferior son 0.41 y 0;
adema´s que la correlacio´n de Kendall y Spearman es 0.33 y 0.47 respectiva-
mente, en este tipo de co´pula se observa que la dependencia en la cola superior
es alta.
De manera general se puede decir que todas estas co´pulas arquimidianas,
describen tipos de dependencia completamente diferentes, por ejemplo, la co´pu-
la de Clayton exhibe dependencia en la cola inferior mientras que la de Gumbel
exhibe dependencia en la cola contraria y finalmente la co´pula de Frank no pre-
senta dependencia en las colas sin embargo su alta dependencia se mantiene
en el centro de la distribucio´n multivariada.
En el Cuadro (1) se observa como la correlacio´n de τ de Kendall se encuen-
tra en funcio´n del para´metro de la co´pula, esta propiedad permite estimar los
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Figura 11: Gra´fico de densidad, contorno y dispersio´n de una co´pula bivariada
de Gumbel con para´metro 1.5.
Co´pula τ de Kendall λu λl
Clayton θθ+2 0 2
−1/θ
Frank 1- 4θ
1− 1θ
θ∫
0
t
exp(t)−1dt
 0 0
Gumbel (2+θ)δ−2(2+θ)δ 2-2
1/θ 0
Cuadro 1: Coeficiente de Kendall y dependencia en las colas para algunas
co´pulas Arquimidianas
para´metros de la co´pula a partir del me´todo de momentos.
Co´pulas Valor Extremo En un portafolio de activos, donde la distribucio´n
conjunta presenta mayor dependencia en la cola izquierda esta resulta ser un
portafolio de mayor riesgo, ya que a medida que se observen pe´rdidas muy
grandes en un activo, es probable que tambie´n suceda lo mismo en el otro, tal
como se observa en la Figura 12 donde se exhiben cuatro diferentes estructuras
de dependencia entre los retornos de dos activos financieros. De lo anterior, se
aprecia que en finanzas es de intere´s medir ciertas caracter´ısticas de una dis-
tribucio´n multivariada como los eventos extremos de las series, donde estas
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Figura 12: Simulacio´n de 5000 realizaciones de dos variables aleatorias normal
esta´ndar con cuatro diferentes estructuras de dependencia.
pueden ser aproximadas a partir de medidas espec´ıficas que se desprenden de
la co´pula tales como el coeficiente de dependencia en las colas; sin embargo,
esta es una medida asinto´tica, y no ofrece mayor informacio´n acerca del com-
portamiento probabil´ıstico de las observaciones extremas.
Al igual que en el caso univariado, existen distribuciones multivariadas
l´ımites que describen el comportamiento de la distribucio´n conjunta de los ex-
tremos de las series de estudio, que a su vez esta´n asociadas a co´pulas que
pertenece a la familia de valores extremos.
La teor´ıa del valor extremo en el caso univariado se concentra en resultados
asinto´ticos de la distribucio´n l´ımite hacia la cual converge la distribucio´n del
valor ma´ximo de una variable aleatoria. El teorema de Fisher y Tippett [1928]
y Gnedenko [1943], indica que el ma´ximo de una variable aleatoria puede ser
estabilizado a trave´s de secuencias de para´metros de localizacio´n y escala, de
tal manera que converja en distribucio´n a una distribucio´n generalizada de va-
lor extremo (GEV) Hε(x), la cual viene de la forma:
Hε(x) =
{
exp(−(1 + εx)−1/ε) si ε 6= 0
exp(−e−x) si ε = 0
Una metodolog´ıa fa´cil de implementar es la de ma´ximos por bloques, en la
cual se identifican los valores extremos como los eventos que tengan el valor
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ma´s alto durante un per´ıodo de tiempo espec´ıfico.
Otra forma de analizar el comportamiento de los valores extremos es a par-
tir de la cola de distribucio´n de la variable aleatoria. En esta aproximacio´n el
teorema de Balkema y de Haan [1974] y Pickands [1975], indica que para aque-
llas distribuciones en las que sus ma´ximos muestrales convergen en distribucio´n
a la distribucio´n GEV, la distribucio´n de excesos sobre umbral converge a una
distribucio´n generalizada de pareto (GPD) Gε,β(x), la cual es de la forma:
Gε,β(x) =
{
1− (1 + εx/β)−1/ε si ε 6= 0
1− exp(−x/β) si ε = 0
Dado que en este se desea aproximar el comportamiento de la cola de la
distribucio´n a trave´s de una GDP, la forma de seleccionar los valores extremos
es a trave´s del me´todo de picos sobre umbral (POT).
Al igual que en el caso univariado, la teor´ıa de valores extremos multiva-
riada (MEVT ) muestra el comportamiento asinto´tico de la distribucio´n del
Ma´ximo Mn de una familia de vectores aleatorios {Xi}i∈[1,n] donde Xi ∈ Rd.
En este caso Mn correspondera´ al vector de ma´ximos de los d componentes
de {Xi}i∈[1,n]. En el MEVT se busca la distribucio´n l´ımite de los ma´ximos
normalizados a trave´s de vectores de para´metros de localizacio´n (bn ∈ Rd) y
escala (cn ∈ Rd, cn > 0), tal que:
l´ım
n 7→∞P
(
Mn − bn
cn
≤ x
)
= l´ım
n 7→∞F
n(cnx+ bn) = H(x) (10)
si la relacio´n (10) se mantiene, entonces se dice que la funcio´n de dis-
tribucio´n F pertenece al dominio de atraccio´n en los ma´ximos de H, donde H
correspondera´ a una funcio´n de distribucio´n multivariada de valor extremo. En
la MEVT la distribucio´n l´ımite es una familia de distribuciones multivariadas,
la cual puede ser aproximada por una familia de co´pulas.
A partir de la relacio´n (10) y con la definicio´n (1) de Sklar se tiene que:
H(x) = C0(F˜1(x1), ..., F˜d(xd)) (11)
donde F˜1(x1), ..., F˜d(xd) son las funciones de distribucio´n de los ma´ximos
de cada uno de los componentes de la familia de vectores aleatorios {Xi}i∈[1,n] ,
por lo que de acuerdo con el teorema de Fisher y Tippet [1928] y Hnedenko
[1943] cada una de estas converge en distribucio´n a una distribucio´n GEV.
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A partir de estos resultados, es posible definir el dominio de atraccio´n de los
ma´ximos en te´rminos de la co´pula, tal como se muestra en el siguiente teorema
[McNeil, 2005].
Teorema 2. Sea F (r) = C(F1(r1), ..., Fn(rd)), para funciones marginales con-
tinuas F1, ..., Fd y alguna co´pula C. Adicionalmente, sea H(r) una distribucio´n
MEV tal que satisface (11) para alguna co´pula C0. Se dice que F pertenece al
dominio de atraccio´n en los ma´ximos de H, si y solo s´ı Fi pertenece al dominio
de atraccio´n en los ma´ximos de la distribucio´n GEV, con i=1,...,d y si adema´s
se satisface la siguiente condicio´n:
l´ım
t→∞C
t(u1/t) = C0(u), u ∈ [0, 1]d (12)
El teorema anterior implica que la co´pula l´ımite C0 se encuentra u´nica-
mente determinada por la co´pula C. En los casos donde la condicio´n (12) se
mantiene, se dice que la co´pula C pertenece al dominio de atraccio´n de los
ma´ximos de la co´pula C0. La familia de co´pulas l´ımite que cumple esta condi-
cio´n se denomina valor extremo, la que satisface la siguiente propiedad:
C(ut) = Ct(u), para todo t > 0
donde u = [u1, ..., ud]
′
con ui = F˜i(xi). Una forma de representar esta fa-
milia de co´pulas para el caso bivariado es mediante la siguiente expresio´n:
C(u1, u2) = exp
[
log(u1u2)A(
log (u1)
log(u1u2)
)
]
donde A(.) : [0, 1] → [ 12 , 1], conocida como la funcio´n de dependencia, es
una funcio´n convexa tal que max(w, 1− w ≤ A(w) ≤ 1) para todo w ∈ [0, 1].
Algunas de las co´pulas ma´s importantes, tales como la de independencia y
la de comonotonicidad, hacen parte de esta familia, junto con otras co´pulas
versa´tiles como la Gumbel y Galambos.
4. Modelos de variables latentes, mixtura y con-
centracio´n
4.1. Modelos de variables latentes
Esta metodolog´ıa se utiliza para modelar la pe´rdida de un portafolio de
cre´dito donde se generaliza los modelos que descienden del modelo de valo-
MALDONADO Y PAZMIN˜O: RIESGO DE CRE´DITO 37
racio´n de activos de Merton (1974) tambie´n conocidos como los modelos es-
tructurales, donde el incumplimiento de una empresa i se presenta cuando una
variable latente cae por debajo de algu´n umbral para un intervalo de tiempo
[0, T ]. Dentro de esta metodolog´ıa se puede considerar a los principales mo-
delos industriales de cre´dito que son desarrollados por la corporacio´n KMV
y CreditMetricsTM . La dependencia entre los eventos de incumplimiento es
causado por la dependencia entre las variables latentes, donde la matriz de
correlacio´n de las variables latentes se la calibra a partir del desarrollo de mo-
delos factoriales que relaciona cambios del valor de los activos con cambios en
un pequen˜o nu´mero de factores econo´micos.
La principal suposicio´n de los modelos KMV y CreditMetricsTM es que las
variables latentes siguen una distribucio´n normal multivariada; sin embargo,
no existe una razo´n convincente para considerar que los activos de una empresa
sigan esta distribucio´n.
Para la explicacio´n de esta metodolog´ıa es necesario empezar definiendo
de manera general el modelo por umbrales lo que permitira´ comprender la
relacio´n directa que tiene este modelo con la funcio´n co´pula.
Definicio´n 7. Sea X =(X1, ..., Xm)
′
un vector aleatorio m dimensional y sea
D ∈ Rm×n una matriz determin´ıstica con elementos dij tal que para todo i,
los elementos de la i-e´sima fila forman un conjunto de umbrales crecientes
que satisface la condicio´n di1 < · · · < din, donde a estos umbrales se les
complementa con dos umbrales extremos di0 = −∞ y di(n+1) = ∞ para todos
los m deudores, de tal manera que es posible generar un conjunto de variables
Si∈{0,...,m} de la siguiente forma:
Si = j ⇐⇒ dij ≤ Xi ≤ di(j+1), j ∈ {0, ..., n} , i ∈ {0, ...,m} .
Luego al par (X,D) se dice que define un modelo de umbrales para el vector
de estados S = (S1, ..., Sm).
Es necesario recalcar que el vector X contiene las variables cr´ıticas de las
m empresas que conforman el portafolio, las distribuciones marginales se de-
notan por Fi(x) = P (Xi < x), y la fila i de la matriz D corresponde a los
umbrales cr´ıticos de la empresa i. Por definicio´n, el incumplimiento ocurre
cuando Xi ≤ di1 de tal manera que la probabilidad de incumplimiento de la
empresa i se encuentra dada por pi = Fi(di1).
En el modelo KMV la variable latente Xi se supone que sigue una distribu-
cio´n Gaussiana Multivariada y se interpreta como el cambio relativo del valor
de los activos de una empresa, para determinar el valor de los umbrales Di
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se utiliza la te´cnica de valoracio´n de opciones sobre los valores histo´ricos de
la empresa y las correlaciones entre los retornos de los activos se las calibra a
partir del supuesto de que el retorno de los activos siguen un modelo factorial,
donde los factores se consideran a variables macroecono´micas.
4.2. Modelos de Mixtura
Un portafolio de cre´dito se puede considerar de manera general como una
coleccio´n de m contratos o cre´ditos que pueden presentar dos posibles esce-
narios: incumplir o pagar lo pactado. Para medir los posibles escenarios que
puede presentar un cre´dito, se define una variable Y de la siguiente manera:
Yi =
{
1 si incumple
0 en otro caso (13)
as´ı, el nu´mero de cre´ditos incumplidosM que puede presentar un portafolio
en un horizonte de tiempo T es:
M =
m∑
i=1
Yi.
Si se supone que los cre´ditos del portafolio son independientes de probabi-
lidad de incumplimiento igual a un valor fijo p entonces se puede considerar a
cada cre´dito como un experimento de Bernoulli de para´metro p de tal manera
que el nu´mero de incumplimientos del portafolio sigue una distribucio´n bino-
mial de para´metro m y p, M ∼ B(m, p).
En estad´ıstica el supuesto de independencia facilita el desarrollo de mo-
delos; por ejemplo, la ley de los grandes nu´meros y el teorema de l´ımite cen-
tral son obtenidos a partir del supuesto de independencia entre las variables
aleatorias, por lo que si se supone que los cre´ditos de un portafolio son in-
dependientes entre ellos y por el teorema de l´ımite central se tendr´ıa que el
nu´mero de incumplidos se comporta como una variable gaussiana siempre y
cuando el taman˜o del portafolio de cre´dito sea grande. En este sentido no es
necesario utilizar la simulacio´n de Monte Carlo para determinar la distribucio´n
de los incumplidos de un portafolio ya que se puede expresar de forma cerrada
donde las propiedades de esta distribucio´n son conocidas. Desafortunadamente,
este supuesto no es realista para portafolios crediticios dando como resultado
ı´ndices de riesgo inadecuados, en este sentido es necesario desarrollar aproxi-
maciones ma´s realistas para el nu´mero de incumplimiento de un portafolio y
por ende de la pe´rdida total.
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En los modelos de mixtura, la idea ba´sica para modelar dependencia es
considerar que el incumplimiento de un deudor (p) depende de un conjunto
de factores econo´micos tales como las variables macroecono´micas las que son
modeladas estoca´sticamente; as´ı, la dependencia entre incumplimientos se la
obtiene de la dependencia que tiene cada incumplimiento con el mismo con-
junto de factores econo´micos. Los modelos de mixtura se los puede dividir en
los modelos de Bernoulli y de Poisson cuyas definiciones se presentan a con-
tinuacio´n.
Definicio´n 8 (Modelo de mixtura Bernoulli). Dado un p<m y un vector
aleatorio p-dimensional ω = (ω1, ..., ωp)
′
, el vector Y = (Y1, ..., Ym)
′
sigue
un modelo mixto de Bernoulli con vector de factores Ψ si existen funciones
pi : Rp → [0, 1], 1 ≤ i ≤ m, de tal manera que los componentes de Y condi-
cionados a Ψ = ω son variables aleatorias independientes con distribucio´n
Bernoulli de para´metro P (Yi = 1 | Ψ = ω) = pi(ω).
Si se dispone de una vector de cre´ditos y = (y1, ..., ym)
′
en {0, 1}m y a
partir de la definicio´n (8) se tiene que la distribucio´n conjunta condicional de
los incumplimientos del portafolio de taman˜o m al vector de factores Ψ es de
la siguiente manera:
P (Y = y | Ψ) =
m∏
i=1
Qi(Ψ)yi(1−Qi(Ψ))1−yi , (14)
de lo anterior la distribucio´n incondicional de los incumplimientos de Y
se la obtiene integrando la ecuacio´n (14) sobre la distribucio´n del vector de
factores Ψ:
P (Y = y) =
∫
[0,1]m
m∏
i=1
Qi(Ψ)yi(1−Qi(Ψ))1−yidF (Q1, ..., Qm) (15)
De la ecuacio´n (15) se observa que la distribucio´n de incumplimientos queda
completamente especificada por la estructura de dependencia de la distribucio´n
de las probabilidades de incumplimientos de los cre´ditos y de manera particu-
lar se tiene que la probabilidad de incumplimiento de un cre´dito i esta dado
por pi = P (Yi = 1) = E(pi(Ψ)).
A partir de la definicio´n (8) se puede observar que el modelo de Credit
Risk+ puede ser representado como un modelo de mixtura Bernoulli donde la
distribucio´n del incumplimiento esta dado por:
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P (Yi = 1 | Ψ) = Qi(Ψ)
Qi(Ψ) = 1− exp(−w′iΨ)
donde Ψ = (ω1, . . . , ωp)′ es un vector p-dimensional de factores macroe-
cono´micos cuyos elementos son independientes y siguen una distribucio´n gam-
ma, con p < m y wi = (wi,1, . . . , wi,p)′ es el vector positivo de pesos de los
factores macroecono´micos.
Dado que el incumplimiento de un cre´dito es un evento poco frecuente se
analiza la opcio´n de aproximar una variable aleatoria de Bernoulli a partir
de variables aleatorias de Poisson dando origen a los modelos de mixtura de
Poisson, en este modelo es permitido que un cre´dito incumpla ma´s de una vez
en un horizonte de tiempo con la caracter´ıstica que la probabilidad que ocurra
este evento es baja; la notacio´n que se utiliza para determinar este evento es
Y˜i ∈ {0, 1, 2, ...} y representa el nu´mero de incumplimientos que puede presen-
tar un cre´dito en un horizonte de tiempo fijo.
Definicio´n 9 (Modelo de Mixtura Poisson). Dado p y Ψ como en la definicio´n
(8), el vector Y˜ = (Y˜1, ..., Y˜m)
′
sigue un modelo de mixtura de Poisson con
factores Ψ si existe funciones λi = Rp → (0,∞), 1 ≤ i ≤ m, de tal manera
que los componentes de Y˜ condicionados a Ψ = ω son variables aleatorias
independientes con distribucio´n de Poisson de para´metro λi(ω)
4.3. Relacio´n entre el Modelo de variables latentes y Mix-
tura
A primera vista, los modelos de variables latentes y los modelos de mix-
tura Bernoulli aparentan ser modelos muy diferentes; sin embargo, como ha
mencionado Gordy (2000), estas diferencias son solamente de presentacio´n e
interpretacio´n ya que matema´ticamente son equivalentes; por ejemplo, Gordy
demuestra que los modelos del tipo CreditMetricsTM y KMV pueden ser es-
critos como modelos de mixtura Bernoulli siembre y cuando el retorno de los
activos puedan expresarse a partir de un modelo factorial. A continuacio´n se
generaliza el estudio realizado por Gordy; de tal manera que se desarrolla la
teor´ıa que permite relacionar los modelos de variables latentes y los modelos de
mixtura logrando facilitar la aplicacio´n de te´cnicas estad´ısticas para resolver y
calibrar los modelos de riesgo de cre´dito; por ejemplo, se determina que la dis-
tribucio´n del nu´mero de incumplimientos en CreditMetricsTM puede obtenerse
mucho ma´s ra´pido si este modelo es expresado como un modelo tipo mixtura.
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Las siguientes condiciones garantizan que un modelo de variables latentes
puede ser expresado como un modelo de mixtura Bernoulli.
Definicio´n 10. Una variable aleatoria X presenta una estructura de inde-
pendencia de dimensio´n p condicional a ω siempre y cuando existe un p < m
y un vector aleatorio p dimensional ω = (ω1, ..., ωp) de tal manera que los
componentes del vector aleatorio X = (X1, ..., Xm) condicionado a ω son in-
dependientes.
Lema 1. Sea (X,D) un modelo de umbrales para un vector aleatorio m di-
mensional X. Si X presenta una estructura de independencia de dimensio´n
p condicional a ω luego el indicador Yi = I{Xi≤di1} sigue un modelo mixto
Bernoulli con factor ω, donde la probabilidad de incumplimiento condicional
esta´ dada por:
pi(ω) = P (Xi ≤ di1 | ω)
Una de las principales herramientas utilizadas para la implementacio´n de
los modelos comerciales de variables latentes es el modelo factorial, que per-
mite especificar el comportamiento de los retornos de los activos (por ejemplo,
en CreditMetricsTM y KMV) a partir de ciertas variables exo´genas, logran-
do determinar la distribucio´n de pe´rdida del portafolio de cre´dito. De manera
general, se puede decir que la estructura del vector aleatorio X = (X1, ..., Xm)
que es parte de un modelo por umbrales (X,D), presenta una estructura de la
familia normal mixta, es decir:
X = µ(W ) + g(W )Z (16)
donde W y Z son independientes y Zi =
p∑
j=1
ai,jθj + σiεi tiene una repre-
sentacio´n factorial, donde el vector aleatorio θ = (θ1, ..., θp) ∼ Np(0,Ω) es inde-
pendiente de las variables aleatorias εi∈{1,..,p} que son independientes e ide´nti-
camente distribuidas con distribucio´n normal esta´ndar. De lo anterior, se ob-
serva queX esta´ condicionado al comportamiento del vector ω = (θ1, ..., θp,W )
de dimensio´n (p+1) y por la definicio´n (10),Xi∈{1,...,m} es independiente y nor-
malmente distribuida con media µi(W )+g(W )
p∑
j=1
ai,jθj y varianza (g(W )σi)2;
a partir del Lema (1) se tiene que el modelo por umbrales (X,D) presenta una
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probabilidad de incumplimiento condicional igual a:
Qi(ω) = P (Xi < Di0 | ω)
Qi(ω) = P
µi(W ) + g(W )
 p∑
j=1
ai,jθj + σiεi
 < Di0 | ω

Qi(ω) = P
εi <
Di0 − µi(W )− g(W )
p∑
j=1
ai,jθj
g(W )σi
| ω

Qi(ω) = φ

Di0 − µi(W )− g(W )
p∑
j=1
ai,jθj
g(W )σi
 (17)
dando como resultado un modelo equivalente mixto Bernoulli con proba-
bilidad de incumplimiento condicional igual a Qi(ω) donde la distribucio´n bi-
nomial mixta del nu´mero de incumplimiento esta expresado de la siguiente
manera:
P (Y = y | ω) =
m∏
i=1
Qi(ω)yi(1−Qi(ω))1−yi . (18)
4.4. Modelo de Concentracio´n
El modelo de concentracio´n analizado en esta seccio´n es conocido como
modelo de “Capitalizacio´n y Riesgo de Cre´dito” (CyRCE)20, es una buena
alternativa para mercados emergentes en donde la problema´tica esta´ definida
alrededor de la limitacio´n en la informacio´n; adema´s de que es una herramien-
ta que brinda apoyo en la administracio´n de riesgos y que permite solucionar
el problema de co´mo utilizar la distribucio´n de probabilidad de pe´rdida para
identificar dimensiones de concentracio´n de riesgo excesivo y fijar l´ımites de
cre´dito a partir de una medida de riesgo que para este caso es el Valor en Riesgo
(VaR) de una cartera de cre´ditos. El modelo CyRCE es uno de los modelos de
riesgo de cre´dito que se ha desarrollado en los u´ltimos an˜os y permite evaluar
de manera precisa la suficiencia del capital y provisiones por incobrabilidad
20Este modelo fue desarrollado por el Phd. en Ciencias Matema´ticas Javier Ma´rquez Diez
Canedo, Gerente de Riesgos del Banco de Me´xico.
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de una cartera crediticia de un banco, para lo cual compara el VaR de dicha
cartera a un determinado nivel de confianza y horizonte de tiempo21 con las
provisiones por incobrabilidad ma´s el capital, de tal manera que el banco puede
medir el riesgo asumido a un nivel de confianza dado. Con esto, se logra en-
contrar una regla expl´ıcita que relacione el riesgo de cre´dito con la suficiencia
de capital y provisiones que es uno de los temas ma´s importantes tanto para
los reguladores como para los administradores de riesgo.
Por otro lado, este modelo supone que la distribucio´n de pe´rdida de la
cartera presenta una forma funcional misma que puede ser caracterizada por
dos para´metros siendo estos la media y la varianza; as´ı, en este modelo el VaR
puede establecerse como la suma de la pe´rdida esperada ma´s un cierto mu´ltiplo
de la desviacio´n esta´ndar de las pe´rdidas (pe´rdida inesperada). Este valor de
riesgo de cre´dito as´ı definido, se adopta como cota inferior al importe de capital
y provisiones por incobrabilidad de la cartera de cre´ditos que debe mantener
un banco para que exista suficiencia de capital y provisiones; es decir, lo que
se requiere es que las pe´rdidas esperadas e inesperadas este´n cubiertas como
mı´nimo por capital y provisiones por incobrabilidad de la cartera de cre´ditos.
Cabe hacer notar que cuando se refiere a suficiencia de capital, el modelo
CyRCE puede considerar en su ana´lisis al capital contable, el regulatorio o el
econo´mico; de tal manera que de acuerdo al tipo de capital, el banco puede
medir el riesgo espec´ıfico asumido. Adema´s la comparacio´n entre el VaR y la
suficiencia de capital y provisiones permite establecer una relacio´n expl´ıcita
entre el requerimiento de capital, provisiones y el riesgo de cre´dito.
En el modelo CyRCE, el VaR puede definirse como una expresio´n cerrada,
la cual permite descomponer al riesgo en dos elementos esenciales siendo estos
la probabilidad de incumplimiento individual de los cre´ditos y la concentracio´n
en la cartera de cre´ditos, donde la concentracio´n por nu´mero de cre´ditos es un
factor que afecta al riesgo de cre´dito de la cartera debido a la existencia de
correlacio´n entre incumplimientos.
Por tanto, se puede concluir entonces que el modelo CyRCE logra que el
banco pueda atender los siguientes problemas:
1. Concentracio´n de riesgos
2. Determinacio´n adecuada de l´ımites de los cre´ditos a partir de una medida
de concentracio´n.
21Usualmente el horizonte de tiempo utilizado para medir la ma´xima pe´rdida de un
portafolio a un cierto nivel de confianza es un an˜o.
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3. Medicio´n del requerimiento de capital y provisiones en funcio´n del riesgo
asumido
4. Planificacio´n crediticia para cada segmento de cre´dito.
Este u´ltimo punto se refiere a que este modelo permite analizar los diferen-
tes segmentos de cre´ditos logrando establecer l´ımites individuales diferenciados
por segmento, obtener una medida de concentracio´n del riesgo para cada seg-
mento, establecer el requerimiento de capital y provisiones por segmento de
cre´dito.
Entre las ventajas del modelo tenemos que se lo puede implementar con in-
formacio´n limitada y por tratarse de expresiones cerradas es bastante econo´mi-
co en el uso de recursos de co´mputo con relacio´n a los dema´s paradigmas22 ya
que los ca´lculos se reducen a multiplicaciones de matrices.
4.4.1. Modelo CyRCE avanzado
La concentracio´n en los cre´ditos de un banco ha sido identificada como una
de las fuentes principales de riesgo de cre´dito; as´ı, para controlar este riesgo,
el administrador debe fijar l´ımites a los montos de cre´dito en cada segmento
del negocio. Normalmente este l´ımite se especifica como una proporcio´n δ del
capital K; sin embargo, esta pol´ıtica de mitigacio´n de concentracio´n no es la
adecuada ya que pueden suceder los siguientes casos extremos donde se pueden
tener carteras muy concentradas o altamente diversificadas:
1. El banco puede tener todo el cre´dito otorgado a un solo deudor sin que
este cre´dito exceda la proporcio´n del capital que exige el l´ımite pero bajo
cualquier criterio representar´ıa una cartera totalmente concentrada23.
2. El banco puede tener un millo´n de cre´ditos del mismo taman˜o en cuyo
caso su cartera estar´ıa totalmente diversificada24, independientemente de
que cada cre´dito respete o no el l´ımite.
As´ı, cualesquiera que sean las virtudes de establecer l´ımites como porcenta-
je del capital, no ayuda mucho para identificar la concentracio´n del cre´dito de
22Corresponde a los modelos crediticios utilizados a nivel internacional como son:
CreditMetricsTM , KMV, CreditRisk+, Credit Portfolio View.
23Por ejemplo, si en un banco con 100 millones de do´lares de capital, los cre´ditos esta´n
limitados a no exceder el 12% del capital, esto puede hacerse con solo un cre´dito de 12
millones, en cuyo caso la concentracio´n es ma´xima.
24Por ejemplo, si la cartera tiene 100 mil cre´ditos y cada uno de estos no excede el 12%
del capital, entonces la cartera es altamente diversificada.
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una cartera, por lo que se debe hacer a un lado la tradicio´n y asignar los
l´ımites de los cre´ditos como una proporcio´n θ del valor de la cartera total V ,
ya que una cartera compuesta de cre´ditos con montos iguales corresponde a
una cartera diversificada.
Sin embargo, esta nueva asignacio´n del l´ımite para el k− e´simo cre´dito (fk)
a partir del volumen de la cartera, resulta exactamente igual que establecer
el l´ımite del cre´dito como una proporcio´n δ del capital K, siempre y cuando
se considere la razo´n de capitalizacio´n del banco ω, como se aprecia a contin-
uacio´n:
fk 6 δK = δ
K
V
V
6 δωV
6 θV (19)
donde k = 1, ..., N, y N representa el nu´mero total de cre´ditos de la cartera.
Por lo que en adelante se considera que el l´ımite sobre el taman˜o de los
cre´ditos se fija en funcio´n del volumen de la cartera V del banco y no de su
capital K.
En este modelo se considera el estudio de la cartera de cre´ditos segmenta-
da por grupos que presentan caracter´ısticas comunes, lo cual permite efectuar
un ana´lisis adecuado de la cartera debido a que cada segmento es considerado
como un solo cre´dito ya que los cre´ditos que conforman el segmento se compor-
tan como si fuesen uno solo, lo que permite al analista trabajar con un menor
nu´mero de elementos y optimizar recursos computacionales. El modelo CyRCE
Avanzado permite una segmentacio´n totalmente arbitraria25 del portafolio de
manera que puede analizarse desde varios a´ngulos y permite determinar los
segmentos donde la concentracio´n es potencialmente riesgosa, lo que a su vez
permite la distincio´n de l´ımites para cada segmento, as´ı como la evaluacio´n en
te´rminos de la suficiencia de capital y suficiencia de provisiones.
Para el desarrollo del modelo CyRCE Avanzado26 se tiene que mantener
los siguientes supuestos:
25Para segmentar una cartera de cre´ditos se puede hacer referencia a cualquier criterio
como por ejemplo aquel que tenga que ver con el otorgamiento de los cre´ditos, la regio´n
geogra´fica, la industria, el destino, el monto, el plazo, comportamiento de pago de los cre´ditos,
etc.
26Un mejor detalle de los modelos CyRCE puede encontrarse en el libro de Javier Ma´rquez
(2004).
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a) La probabilidad de incumplimiento es la misma para los cre´ditos que pertenecen
a un segmento; y, diferente entre segmentos crediticios.
b) La correlacio´n de incumplimientos entre cada par de cre´ditos de un seg-
mento es la misma.
c) La correlacio´n de incumplimientos entre cada par de cre´ditos de diferentes
segmentos es la misma.
Ana´lisis de concentracio´n en segmentos individuales Se supone que
se ha especificado a priori h segmentos arbitrarios de una cartera de cre´ditos,
entonces el vector de cre´ditos F, ser´ıa FT = (F1, ..., Fh) donde Fi es un vec-
tor que contiene los saldos de los cre´ditos que pertenecen al i-e´simo segmento.
Ahora se particiona el vector de probabilidades esperadas de incumplimiento
y la matriz de varianza-covarianza, de esta manera:
a) pi = (pii), pii es el vector de probabilidades de impago del segmento i ,
i = 1, 2, 3, ...h.
b) La matriz de varianza-covarianza se particiona como:
M =

M1 C12 . . . C1h
C21 M2 · · · C2h
...
...
. . .
...
Ch1 Ch2 · · · Mh
 (20)
donde Mi corresponde a la matriz de varianza-covarianza de la probabili-
dad de impago del grupo i de dimensio´n ni × ni, donde ni es el nu´mero de
cre´ditos en el segmento i y las matrices Ci,j contienen las covarianzas de las
probabilidades de impago entre los cre´ditos del grupo i y los del grupo j.
A partir de aqu´ı, se define Vi al valor de la cartera asociada al segmento i
tal que
Vi =
∑
j∈Fi
fi
y
h∑
i=1
Vi = V,
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Adema´s, el capital asignado al segmento i se lo obtiene de la siguiente ma-
nera:
Ki = γiK
γi =
Vi
V
donde γi es la proporcio´n de capital que el administrador asigna al segmento
i ; con γi ∈ [0, 1] ∀i y
h∑
i=1
γi = 1.
Para el ana´lisis de la concentracio´n en segmentos individuales, se particiona
a la matriz M en Si matrices cuya representacio´n es la siguiente:
Si =
1
2

0 . . . C1i . . . 0
... . . .
... . . .
...
Ci1 . . . 2Mi . . . Cih
... . . .
... . . .
...
0 . . . Chi . . . 0
 (21)
Donde cada matriz Si considera las correlaciones entre incumplimientos
de los cre´ditos del segmento i con los dema´s segmentos pero elimina las co-
rrelaciones entre los dema´s grupos que no inciden directamente sobre el grupo
en cuestio´n. De esta forma, las matrices Si cumplen con la propiedad siguiente:
h∑
i=1
Si =M (22)
La desigualdad de Valor en Riesgo para el segmento i ser´ıa:
V aRiα = pi
T
i Fi + zα
√
FTSiF (23)
≤ Ki + provisionesi = γiK + γi provisionesi
con
i = 1, 2, ..., h.
Otra forma de escribir la expresio´n anterior pero que permita visualizar el
impacto de la dependencia del grupo i con los dema´s grupos es:
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V aRiα = pi
T
i Fi + zα
√
FTi MiFi + 2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (24)
≤ Ki + provisionesi = γiK + γi provisionesi
con
i = 1, 2, ..., h
donde:
σi =
√
FTi MiFi
FTi Fi
=
√
Ri(Fi,Mi)
De tal manera, para obtener la cota ma´xima de concentracio´n que puede
soportar el segmento i se tiene que dividir la desigualdad (24) para Vi as´ı:
H(Fi) ≤
(
Ψi +
−
provi −
−
p
Zασi
)2
− 2
(σiVi)2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (25)
Se nota que la cota de concentracio´n ahora incluye una correccio´n por la
correlacio´n entre la probabilidad de impago de los cre´ditos del segmento i con
las probabilidades de impago de los cre´ditos de otros segmentos (la parte final
de la expresio´n). Esto concuerda con la intuicio´n, dado que una correlacio´n
alta de impago con los cre´ditos de otros segmentos, indica que se puede tolerar
menos concentracio´n en el grupo “i”.
Suficiencia de Capital para una Cartera Segmentada Para integrar el
ana´lisis de los segmentos individuales en toda la cartera, es importante tomar
en cuenta dos cosas; primero, que los pesos relativos de cada segmento en la
cartera no alteren los resultados obtenidos para la cartera no segmentada; y
segundo, que se mantenga una propiedad de aditividad que permita sumar los
requerimientos de capital de los segmentos individuales para obtener el reque-
rimiento para la cartera en su conjunto, para lo cual se tiene que realizar un
ajuste a la expresio´n de Valor en Riesgo por segmento mediante la introduccio´n
del factor φ, as´ı:
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V aRiα = pi
T
i Fi + zαφ
√
FTSiF (26)
≤ Ki + provisionesi
≤ γi(Ki + provisionesi)
con i = 1, 2, ..., h
donde:
φ =
√
FTMF
h∑
i=1
√
FTSiF
. (27)
Reordenando la expresio´n (26) es posible visualizar el impacto que tiene
la dependencia de los grupos en el Valor en Riesgo del grupo i de la siguiente
manera:
V aRiα = pi
T
i Fi + zαφ
√
FTi MiFi + 2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (28)
≤ Ki + provisionesi = γi(K + provisionesi)
con i = 1, 2, ..., h
Mediante este ajuste se determina que el Valor en Riesgo de la cartera total
es:
V aRα =
h∑
i=1
V aRiα (29)
Y para obtener la suficiencia de capital y provisiones que necesita el seg-
mento i para cubrir su nivel de riesgo, se tiene que dividir la expresio´n (28)
para Vi, dando como resultado:
Ψi +
−
provi >
V aRiα
Vi
=
−
pi + zαφσi
√√√√H(Fi) + 2(σiVi)2 ∑
j/j 6=i
FTi CijFj (30)
Reordenado la expresio´n anterior es posible identificar el ma´ximo l´ımite de
concentracio´n que puede soportar el segmento i as´ı:
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H(Fi) ≤
(
Ψi +
−
provi −
−
p
Zαφσi
)2
− 2
(σiVi)2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (31)
y por tanto, la expresio´n para determinar los l´ımites individuales para los
cre´ditos del segmento i ser´ıa:
θi ≤
(
Ψi +
−
provi −
−
p
Zαφσi
)2
− 2
(σiVi)2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (32)
De lo anterior es evidente como se obtiene l´ımites individuales diferenciados
por segmento y que dependen de dos factores a saber:
1. La razo´n de suficiencia de capital y provisio´n idiosincra´sica del segmento
i (
Ψi +
−
provi −
−
p
Zαφσi
)2
(33)
2. La correccio´n por correlacio´n con otros segmentos:
2
(σiVi)2
∑
j/j 6=i
FTi CijFj (34)
Si la expresio´n (30) se cumple para todos los segmentos de la cartera y
considerando que γi = ViV entonces se tendr´ıa que la suficiencia de capital del
portafolio total puede ser obtenido a partir de la suficiencia de capital de cada
segmento tal como se observa a continuacio´n:
Ψ +
−
prov =
h∑
i=1
γi(Ψi +
−
provi)
Este ana´lisis permite obtener relaciones simples a partir de las cuales se
puede establecer la suficiencia de capital. Las expresiones obtenidas puede
usarse como instrumentos normativos para determinar l´ımites individuales,
cambios en la composicio´n de la cartera y/o ajustes al capital requeridos para
mantener suficiencia si cambia el comportamiento de impago de los cre´ditos
en alguno o todos los segmentos.
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Modelo CyRCE Gamma Dentro de esta seccio´n se ha considerado que
la distribucio´n de pe´rdidas se aproxima con una Normal, por lo que e´sta dis-
tribucio´n queda completamente caracterizada por su media y su varianza. Sin
embargo, la distribucio´n normal tiene dos caracter´ısticas que son irreales para
la distribucio´n de pe´rdidas de un portafolio crediticio, siendo estos, la sime´trica
y colas no pesadas, situacio´n que indica que no puede cuantificar las pe´rdidas
extremas de la distribucio´n de pe´rdida, siendo e´sta la principal caracter´ıstica
de un portafolio crediticio; en este sentido, es necesario identificar una distribu-
cio´n que pueda cuantificar las pe´rdidas extremas del portafolio y que pueda
ser caracterizada por la media y la varianza; esta distribucio´n corresponde a
la Gamma, misma que es expresada de la siguiente manera:
f(x | α, β) = x
α−1
βΓ(α)
e−
x
β (35)
donde su media y varianza respectivamente son:
E(x) = αβ (36)
V ar(x) = αβ2 (37)
As´ı, a trave´s del modelo CyRCE Avanzado es posible determinar la media
y la varianza de la distribucio´n del portafolio, y por medio de e´stas se puede
calibrar la distribucio´n Gamma a trave´s de la resolucio´n del sistema de ecua-
ciones formado por las expresiones (36) y (37) respectivamente, dando como
resultado la estimacio´n de los para´metros α y β y as´ı poder estimar de manera
adecuada la distribucio´n de pe´rdidas del portafolio crediticio.
Factores principales del modelo A continuacio´n se presenta las princi-
pales implicaciones de las relaciones entre la concentracio´n de la cartera y la
cota ma´xima, la probabilidad de incumplimiento y la suficiencia de capital y
provisiones, permiten verifica la consistencia del modelo, mostrando la utili-
dad que tiene el modelo para la administracio´n de riesgos, la regulacio´n y la
supervisio´n bancaria.
i) Si H(F ) > Θ(p,Ψ,
−
prov, α), el capital y las provisiones del banco esta´n en
riesgo para el nivel de confianza escogido.
ii) Si p > Ψ+
−
prov, el capital y las provisiones del banco son insuficientes para
enfrentar el riesgo asumido para cualquier nivel de confianza y valor de
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la medida de concentracio´n H(F ).
Existe una relacio´n directa entre la concentracio´n admisible Θ y la razo´n
de capitalizacio´n Ψ ma´s provisiones y, una relacio´n inversa entre la con-
centracio´n admisible Θ y la probabilidad de incumplimiento p.
iii) Si Θ(p,Ψ, ,
−
prov, α) > 1, cualquier nivel de concentracio´n H(F ) es acep-
table.
La demostracio´n de este teorema se encuentra en Javier Ma´rquez Diez
Canedo (2006),Una nueva visio´n del riesgo de cre´dito, Limusa, pa´gina 172.
Los resultados anteriores son congruentes con la intuicio´n, as´ı, un incre-
mento de la probabilidad de incumplimiento como de la concentracio´n implica
que se requiere ma´s capital y provisiones para hacer frente al riesgo asumido
por el banco.
5. Aplicacio´n en una cartera automotriz
En secciones anteriores, se han detallado los principales modelos de riesgo
de cre´dito que son utilizados en mercados desarrollados para determinar la
distribucio´n de pe´rdida de un portafolio; as´ı tambie´n, un modelo de cre´dito
para mercados emergentes que permite medir el nivel de concentracio´n que se
presenta en una cartera de cre´dito; estos modelos, logran que una institucio´n
financiera pueda constituir de manera coherente las provisiones y el capital
econo´mico para cubrir un cierto nivel de riesgo asumido por la colocacio´n de
cre´ditos, de tal manera que estos modelos son herramientas esenciales para
una adecuada administracio´n del riesgo crediticio. El desarrollo teo´rico de los
modelos de riesgo de cre´dito permite generalizarlos a partir de los modelos de
mixtura y de las funciones co´pula; y logra determinar que la concentracio´n de
una cartera incide directamente en el riesgo de cre´dito. Estos conceptos faci-
litan la comprensio´n de los modelos de cre´dito y transparentan la calibracio´n
e implementacio´n de los mismos en cualquier cartera; adema´s, a partir de la
teor´ıa de los modelos crediticios se puede construir herramientas para la gestio´n
de un portafolio como por ejemplo:
La frontera eficiente de un portafolio crediticio; donde se relaciona el
riesgo con la rentabilidad esperada de un portafolio; constituye´ndose, en
una herramienta o´ptima para la planificacio´n estrate´gica de la institucio´n
financiera.
La asignacio´n de cupos, donde se asigna de manera adecuada los montos
solicitados de los cre´ditos segu´n su nivel de riesgo; lo que constituye
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una herramienta fundamental para controlar el riesgo a trave´s del monto
aprobado.
En esta seccio´n se hara´ uso de los conceptos de riesgo de cre´dito para desa-
rrollar, implementar y calibrar los modelos CreditMetricsTM , Credit Portfolio
View, CreditRisk+, CyRCE y la Co´pula t de Student en una cartera de cre´ditos
automotrices con informacio´n histo´rica desde Enero del 2006 hasta Diciembre
del 2008, mismos que permitira´n determinar la pe´rdida futura que puede ten-
er la cartera en los pro´ximos seis meses. Con el desarrollo de estos modelos
se conforma un sistema que permite analizar y monitorear el riesgo de una
cartera crediticia en el mediano plazo dando lugar al disen˜o de pol´ıticas para
el control y la mitigacio´n del riesgo de cre´dito.
5.1. Descripcio´n del portafolio de cre´dito
El portafolio crediticio a utilizar comprende cre´ditos comerciales del seg-
mento automotriz,27 con montos promedios de 13000 USD, plazo de cuatro
an˜os y tasa de intere´s del 14%. A inicios del per´ıodo (Enero 2006) los cre´ditos
vigentes estaban conformados por 577 y al final (Diciembre 2008) se dispone
de 1857 cre´ditos, por lo que el crecimiento promedio mensual de los cre´ditos
vigentes de esta cartera es del 4% mensual.
Para conocer la pe´rdida potencial que puede tener un portafolio, primero
se tiene que determinar la pe´rdida (Pi) de cada cre´dito i para lo cual se tiene
que disponer de las siguientes variables: el incumplimiento (Yi), la exposicio´n
(Ei) y la severidad (∆i); donde la pe´rdida potencial del cre´dito i es expresada
de la siguiente manera:
Pi = Ei∆iYi (38)
de tal manera que la pe´rdida del portafolio se la obtiene as´ı:
L =
m∑
i=1
Ei∆iYi, (39)
donde m corresponde al nu´mero de cre´ditos que tiene el portafolio. De
lo anterior, se observa que la pe´rdida del portafolio esta´ condicionada a la
distribucio´n multivariada del incumplimiento de los cre´ditos, misma que es
27Por razones de confidencialidad de la institucio´n financiera se ha decidido mantener en
reserva el origen de la informacio´n; sin embargo, este limitante no afecta de ninguna manera
a los resultados obtenidos respecto a la distribucio´n de pe´rdida de este portafolio.
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obtenida a partir de la evolucio´n histo´rica de la tasa de incumplimiento de los
grupos homoge´neos del portafolio de cre´ditos automotrices. Para construir la
tasa de incumplimiento se tiene que seguir los siguientes pasos:
1. Definir el evento de incumplimiento para cada cre´dito.
2. Segmentar la cartera automotriz en grupos homoge´neos crediticios.
En el primer paso, se tiene que definir de manera adecuada el incumplimien-
to de un cre´dito i, misma que es expresada a partir de una variable dicoto´mica
de la siguiente manera:
yi =
{
1 si el cre´dito i incumple
0, caso contrario (40)
Esta variable es fundamental para la obtencio´n de la distribucio´n de pe´rdida
y por ende en la construccio´n del modelo crediticio, debido a que el incumpli-
miento proporciona la informacio´n necesaria para identificar las pe´rdidas reales
que presenta la institucio´n financiera en la cartera de cre´dito. Cabe mencionar
que la variable incumplimiento del cre´dito i es construida a partir de la infor-
macio´n de los d´ıas de mora, de la siguiente manera:
yi =
{
1 si n > nu
0, en otro caso (41)
donde n corresponde los d´ıas de mora del cre´dito i y nu representa el
nu´mero de d´ıas de mora ma´ximo que puede tener un cre´dito para no ser con-
siderado como un cre´dito incumplido; por ejemplo, si se conoce a priori que el
promedio de los d´ıas de mora de los cre´ditos de una cartera automotriz es 12,
significa que en te´rminos normales los deudores se retrasan en sus pagos hasta
12 d´ıas; sin embargo, si un cre´dito retrasa su pago en 30 d´ıas esto indica que
el deudor no tiene la capacidad o la voluntad de cancelar la cuota, por lo que
se podr´ıa esperar que el saldo del cre´dito no sea cancelado de tal manera que
este cre´dito sea considerado como incumplido ya que representa una pe´rdida
potencial para la institucio´n financiera.
Del ejemplo anterior se evidencia la importancia que tiene la identificacio´n
de los d´ıas de mora ma´xima para la especificacio´n del incumplimiento de un
cre´dito, para lo cual se utiliza el me´todo de cascada donde se analiza el compor-
tamiento crediticio de grupos de cre´ditos y con este me´todo se evidencia que
el comportamiento de los cre´ditos con d´ıas de mora entre 31 y 60 d´ıas tienden
a deteriorar ma´s ra´pido la calidad crediticia, por lo que podr´ıa considerar que
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los d´ıas de mora ma´ximo que puede tener un cre´dito para no ser considerado
como incumplido es de 60 d´ıas.
En el segundo paso se tiene que segmentar la cartera crediticia en grupos
homoge´neos ya que no es posible realizar el ana´lisis de la dependencia entre
los cre´ditos incumplidos de manera individual debido a las siguientes razones:
1. Los cre´ditos no son originados al mismo tiempo ni tienen el mismo plazo
por lo complica el ana´lisis del portafolio.
2. Pueden existir cre´ditos con buen comportamiento crediticio por lo que la
estimacio´n del incumplimiento conjunto del portafolio puede ser incon-
sistente.
3. Para cuantificar la dependencia entre incumplimientos se tiene que dis-
poner de la matriz de correlacio´n, por lo que en portafolios con gran
cantidad de cre´ditos esta matriz es dif´ıcil de construir.
A partir de lo anterior se evidencia la necesidad de identificar grupos ho-
moge´neos en el portafolio crediticio para un mejor ana´lisis de la dependencia
de los cre´ditos; sin embargo, esta agrupacio´n no puede ser realizada a partir
de los d´ıas de mora del cre´dito ya que a priori no se conoce el comportamiento
de los cre´ditos. En este sentido la te´cnica utilizada para segmentar el portafo-
lio es el a´rbol de decisio´n tambie´n conocido como deteccio´n de interaccio´n
automa´tica Ji-cuadrada (CHAID) que permite identificar divisiones o´ptimas
cuando las variables dependientes son continuas, nominales e incluso catego´ri-
cas. Este procedimiento determina una serie de reglas que permite obtener una
particio´n del portafolio original a partir de alguna variable clave. Tras utilizar
como variable clave a los d´ıas de mora y como variables independientes a la
tasa de intere´s y el plazo; el me´todo CHAID arrojo´ una segmentacio´n de tres
grupos, donde el primer grupo tiene en promedio una tasa de incumplimiento
del 2.4%, el segundo del 1.9% y el tercero del 0.9% (Cuadro 2).
Por medio del me´todo CHAID se observa claramente que cada grupo ho-
moge´neo tiene un comportamiento espec´ıfico; as´ı, el grupo G1 presenta la ma-
yor tasa de incumplimiento mientras que G3 tiene la menor tasa; sin embargo,
la tasa de intere´s y el monto de los cre´ditos aprobados en cada grupo no
esta´n acordes con el nivel de riesgo asumido por la institucio´n financiera; por
ejemplo, el grupo con mayor tasa de incumplimiento presenta en promedio la
menor tasa de intere´s y el mayor monto, situacio´n que evidencia que las he-
rramientas utilizadas por la institucio´n financiera para administrar el riesgo
son inadecuadas. En la Figura 13 se observa el comportamiento de los grupos
crediticios en los u´ltimos 30 meses, donde se evidencia una ca´ıda en la tasa de
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I´ndices promedios
Subgrupo No de
cre´ditos
% de la
cartera
Incumplimiento Tasa de
intere´s
Monto Plazo
G1 5742 14.39% 2,4% 13.55% 13,427 3.39 an˜os
G2 17495 49.97% 1,9% 13.92% 13,236 4.05 an˜os
G3 13409 35.64% 0,9% 14.59% 12,886 3.02 an˜os
Cuadro 2: Tabla resumen de los tres grupos crediticios homoge´neos de una
cartera crediticia comercial automotriz que son creados a partir del me´todo
CHAID.
incumplimiento por lo que se puede garantizar que este comportamiento no es
estacionario y evidencia la necesidad de incorporar en los modelos de cre´ditos
esta tendencia de los cre´ditos incumplidos.
Figura 13: Evolucio´n del incumplimiento para tres grupos homoge´neos crediti-
cios desde Junio del 2006 hasta Diciembre 2008.
Finalmente, para conocer la pe´rdida potencial que puede tener el portafolio
de cre´ditos automotrices en los pro´ximos seis meses, se tiene que conocer la
exposicio´n de cada cre´dito i al momento del incumplimiento, la misma que
corresponde al saldo de los cre´ditos; sin embargo, esta informacio´n es dif´ıcil de
conocer a priori debido a que es variante en el tiempo. Una aproximacio´n de
la exposicio´n de cada cre´dito se la obtiene a partir del saldo inicial (S0i ) que
tiene el cre´dito i y de la tasa de exposicio´n ponderada (∆ei ) del portafolio:
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Ei = S0i∆
e (42)
donde la tasa de exposicio´n corresponde al promedio histo´rico en n per´ıodos
de la razo´n entre el volumen total de cre´ditos que han incumplido en una ven-
tana temporal de seis meses (V Itoti) y el volumen total de los cre´ditos al inicio
de la ventana temporal (V toti).
∆e =
n∑
i=1
V Itoti
V toti
, (43)
Donde la tasa de exposicio´n de cada cre´dito i en la cartera automotriz es
del 76.9%.
Cabe mencionar que por falta de informacio´n de la recuperacio´n de los
cre´ditos incumplidos de la cartera automotriz, se considera que la institucio´n
financiera pierde el 100% de la exposicio´n de los cre´ditos incumplidos, por lo
que este valor corresponde a la severidad que tendr´ıa cada cre´dito.
5.2. Ajuste de la cartera a modelos mixtura
Anteriormente se presento´ que cualquier modelo crediticio comercial28 per-
tenece a una de las siguientes categorias:modelos por umbrales y los de mixtura,
donde estos modelos a primera vista parecen ser muy diferentes; sin embargo,
matema´ticamente son equivalentes siempre y cuando el retorno de los activos
pueda ser expresado a partir de un modelo factorial. La equivalencia entre los
modelos por umbrales y los de mixtura es obtenida bajo ciertas condiciones que
dispone un mercado desarrollado, donde existe una amplia informacio´n histo´ri-
ca sobre el comportamiento de los retornos de los activos de las empresas; sin
embargo, la informacio´n necesaria y suficiente para calibrar un modelo29 de
cre´dito es la evolucio´n de la tasa de incumplimiento de los cre´ditos, esta in-
formacio´n sin ma´s complicacio´n puede ser obtenida para cualquier institucio´n
financiera de tal manera que los modelos crediticios comerciales pueden ser
implementados y calibrados en mercados poco desarrollados como es el caso
Ecuatoriano.
Cabe mencionar que los modelos de cre´ditos son un caso especial de los mo-
delos lineales generalizados mixtos (GLMM), por lo que se puede utilizar los
28Los modelos que se hacen referencia son: CreditMetricsMT , Credit PortfolioView,
CreditRisk+.
29Un mejor detalle sobre la calibracio´n de los modelos para portafolios crediticios puede
encontrarse en el libro Quantitative Risk Management desarrollado por Alexander J. McNeil,
Rudiger Frey and Paul Embrechts.
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Modelo Estructura Para´metros Valores
CreditMetricsTM pi(ω) = Φ(µr(i) + βx+ σω) µr(G1) -1.83
µr(G2) -1.94
µr(G3) -2.21
β -0.01
σ 0.112
Credit PortfolioView pi(ω) =
1
(1+exp(µr(i)+βx+σω)
µr(G1) -3.33
µr(G2) -3.60
µr(G2) -4.31
β -0.03
σ 0.27
CreditRisk+ pi(ω) = 1− e(−e(µr(i)+βx+σω)) µr(G1) -3.38
µr(G2) -3.69
µr(G3) -4.29
β -0.03
σ 0.33
Co´pula t pi(ω) = Φ(µr(i) + βx+ σω) µr(G1) -2.41
µr(G2) -2.6
µr(G3) -2.9
β -0.01
σ 0.112
gl 27.46
Cuadro 3: Estimacio´n de los para´metros de cuatro modelos crediticios para un
portafolio formado por tres grupos homoge´neos.
me´todos de estimacio´n de los modelos GLMM para determinar los para´metros
de un modelo de cre´dito30.
Para calibrar de manera adecuada los modelos crediticios, a la informacio´n
de la cartera automotriz, se tiene que incorporar en el modelo las siguientes
caracter´ısticas del portafolio de cre´dito:
1. Caracter´ısticas propias de cada grupo homoge´neo, donde cada grupo cre-
diticio presenta cualidades espec´ıfico de calidad crediticia; por ejemplo,
en el grupo crediticio G1 incorpora cre´ditos cuya tasa de incumplimiento
es la ma´s alta de todos los cre´ditos del portafolio.
2. Tendencia decreciente en la tasa de incumplimiento en cada grupo ho-
moge´neo; por ejemplo, se aprecia que el primer dato de la tasa de in-
30El me´todo utilizado para estimar los para´metros de los modelos de cre´ditos es el de
ma´xima verosimilitud debido a que se obtiene estimaciones ma´s consistentes.
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cumplimiento de los cre´ditos que pertenecen al grupo crediticio G1 es
del 4%, mientras que el u´ltimo dato es del 2% (Figura 13).
3. Alta variabilidad de la tasa de incumplimiento para cada grupo homoge´neo;
por ejemplo, para el grupo crediticio G1 se observa que la tasa de incum-
plimiento fluctu´a entre el 6% y 0.5% (Figura 13).
Para incorporar las caracter´ısticas del portafolio automotriz en el modelo
GLMM, es necesario que el modelo incorpore un vector de efectos fijos ya que
esto permite tomar en cuenta la calidad crediticia de cada grupo homoge´neo,
una variable exo´gena que corresponde a la tendencia de la tasa de incumpli-
miento; y, un efecto aleatorio que permite tomar en cuenta la variabilidad de
la tasa de incumplimiento y se puede considerar como el factor siste´mico que
afecta a toda la cartera de manera general.
Grupo crediticio CM CPV CRP CT M.M
G1 2.438 2.46 2.463 1.715 2.464
G2 1.878 1.881 1.801 1.23 1.794
G3 0.934 0.942 0.99 0.655 0.982
CM = CreditMetricsTM
CPV = Credit PorfolioView
CRP = CreditRisk+
CT = Co´pula t de Student
M.M = Me´todo de momento
Cuadro 4: Estimacio´n de la probabilidad de incumplimiento de cada grupo
crediticio utilizando modelos de mixturas y el me´todo de momentos.
Cabe mencionar que a partir de las estimaciones de los para´metros de cada
modelo de cre´dito31 (Cuadro 3) se observa que el intercepto de cada grupo
homoge´neo permite cuantificar de manera adecuada la tasa de incumplimien-
to esperada en cada grupo; as´ı, en el modelo CreditMetricsTM , el valor ma´s
bajo del intercepto corresponde al grupo de cre´dito que tiene la menor tasa
de incumplimiento. Como caso especial de los modelos de cre´dito se tiene a
la co´pula t de Student, la cual permite cuantificar eventos de incumplimiento
extremos en el portafolio a partir de los grados de libertad de la distribucio´n
t de Student, donde se observa que los grados de libertad para este modelo
es del 27.46,32 indicando que la cola superior de la distribucio´n de pe´rdidas
31Las estimaciones de los modelos se las obtuvieron a partir del software R por medio
del paquete QRMlib que es un mo´dulo gratuito y sirve de apoyo del libro Quantitative
Risk Management que fue desarrollado por Alexander J. McNeil, Rudiger Frey and Paul
Embrechts.
32El programa para la estimacio´n de los grados de libertad fueron realizados en el paquete
R.
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GRUPO
MODELO GRUPO G1 G2 G3
CM G1 0.286 0.261 0.202
G2 0.261 0.238 0.184
G3 0.202 0.184 0.143
CPV G1 0.308 0.271 0.193
G2 0.271 0.238 0.169
G3 0.193 0.169 0.121
CRP G1 0.406 0.347 0.260
G2 0.347 0.297 0.221
G3 0.260 0.221 0.164
CT G1 1.291 0.791 1.058
G2 0.791 1.138 1.002
G3 1.058 1.002 0.888
CM = CreditMetricsTM
CPV = Credit PorfolioView
CRP = CreditRisk+
CT = Co´pula t de Student
Cuadro 5: Estimacio´n de las matrices de correlacio´n entre incumplimiento uti-
lizando los modelos de mixtura.
del portafolio con cre´ditos automotrices es pesada, esto significa que las pe´rdi-
das extremas del portafolio es ocasionada por la ocurrencia conjunta de los
incumplimientos de los cre´ditos.
Una de las pruebas que se utiliza para verificar si los modelos de cre´ditos
capturan de manera adecuada la informacio´n del incumplimiento del portafolio
automotriz es comparar la probabilidad de incumplimiento estimada por cada
modelo crediticio con la obtenida por el me´todo de momentos (Cuadro 4);
donde se puede apreciar que todos los modelos de cre´dito a excepcio´n del
Co´pula t de Student presentan valores similares, esto puede deberse al me´todo
utilizado para determinar los grados de libertad de la Co´pula t de Student; sin
embargo, esta prueba es referencial y no permite concluir sobre la consistencia
del modelo.
Para comprender la dependencia entre los incumplimientos de los cre´ditos
en cada grupo homoge´neo, se utiliza la matriz de correlacio´n entre incum-
plimientos (Cuadro 5); donde se puede observar que todas las matrices de
correlacio´n son similares, as´ı la correlacio´n entre los incumplimientos del grupo
crediticio G1 es la ma´s alta (por ejemplo, en el modelo CreditMetricsTM es
del 0.286%); sin embargo, el modelo Co´pula t de Student presenta valores muy
diferentes, esto es debido a que en la co´pula t de Student, la dependencia es
explicada por medio de dos elementos: la matriz de correlacio´n y los grados de
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Matriz de covarianza
MODELO GRUPO Probabilidad de
incumplimiento
G1 G2 G3
CM G1 2.464% 6.8e-05 5.5e-05 3.0e-05
G2 1.794% 5.5e-05 4.4e-05 2.4e-05
G3 2.464% 3.0e-05 2.4e-05 1.3e-05
CM = CreditMetricsTM
Cuadro 6: Estimacio´n de las matrices de covarianza entre incumplimiento uti-
lizando los modelos de mixtura.
libertad, por lo que no tiene sentido comparar la correlacio´n del modelo co´pula
con las obtenidas por los otros modelos de cre´dito.
5.3. Ajuste de la cartera al modelo CyRCE
En el modelo CyRCE al igual que los modelo comercializados de riesgo
de cre´dito (por ejemplo: CreditMetricsTM y CreditRisk+) su disen˜o depende
de que los cre´ditos de la cartera bajo ana´lisis este´n calificados; lo que per-
mite disponer de informacio´n sobre tasas de incumplimiento asociadas a cada
calificacio´n dando lugar a la obtencio´n de sus respectivas probabilidades de in-
cumplimiento y sus correlaciones. Estas se constituyen en los para´metros de un
modelo de riesgo de cre´dito bajo el supuesto de que los retornos de los activos
del portafolio siguen una distribucio´n normal multivariada. El me´todo utiliza-
do para estimar la probabilidad de incumplimiento en cada calificacio´n es el
de ma´xima verosimilitud cuyo estimador corresponde al me´todo de momentos;
por otro lado, para facilitar la estimacio´n de la correlacio´n entre cre´ditos in-
cumplidos se utiliza un modelo de mixtura Probit ya que permite determinar
la distribucio´n conjunta de los cre´ditos incumplidos de un portafolio espec´ıfico
y por ende la correlacio´n entre los diferentes grupos crediticios tal como se
observa en el Cuadro (6).
5.4. Prueba de desempen˜o de los modelos de cre´dito
La prueba de desempen˜o (BackTesting) es fundamental para el proceso de
evaluacio´n y calibracio´n de los modelos de riesgo de cre´dito ya que permite ve-
rificar si el modelo esta´ midiendo el riesgo de manera adecuada. Para realizar
un BackTesting es necesario realizar estimaciones recursivas del Valor en Ries-
go (V aRα) de un portafolio de cre´dito para un per´ıodo determinado, tal como
se describe a continuacio´n (en este caso se supone que existe informacio´n hasta
el periodo n):
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i) Con la informacio´n hasta el per´ıodo t, se calcula las pe´rdidas reales (Lt+k)
y el Valor en Riesgo del portafolio
(
V̂ aRα,t+k
)
con un nivel de confianza
α, donde t = n1, n1+1, ..., n−k y k representa el tiempo de tenencia del
portafolio.
ii) A partir de los Valores en Riesgo estimados, se construye la sucesio´n It+k,
la cual se define como:
It+k =
{
1 si Lt+k > V̂ aRα,t+k
0 en otro caso
(44)
Figura 14: Evolucio´n histo´rica del Valor en Riesgo semestral de un portafolio
de cre´ditos automotrices con un nivel de confianza del 90%, 95% y 99%.
Los puntos antes mencionados permiten validar la consistencia de los mo-
delos de riesgo de cre´dito ya que en un modelo adecuado de riesgo de cre´dito
se deber´ıa esperar que la probabilidad de que las pe´rdidas reales superen al
VaRα (proporcio´n de fallas) sea exactamente igual al nivel de significancia uti-
lizado en el VaRα; o de manera equivalente se esperar´ıa que la sucesio´n It+k
este conformado por variables aleatorias i.i.d de experimentos de Bernoulli con
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probabilidad de e´xito cercano a 1− α. Para probar la hipo´tesis nula de que la
proporcio´n de fallas sea exactamente igual al nivel de significancia del Valor
en Riesgo (H0 : p = 1 − α), debe ocurrir que el estad´ıstico de Kupiec33 se
distribuya asinto´ticamente como una Chi-cuadrado con un grado de libertad,
mismo que tiene la siguiente forma:
LRpof = −2 log
(
px(1− p)m−x
p̂x(1− p̂)m−x
)
(45)
donde m corresponde al nu´mero de observaciones incluidas en el Backtesting,
x es el nu´mero de veces de que las pe´rdidas superan al V aRα y p̂ = x/m
corresponde al estimador de ma´xima verosimilitud del para´metro p.
Credit Metrics Credit PortfolioView Credit Risk
Nivel de
confianza
99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%
Excepciones 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Excepciones
esperadas
0.3 1.5 3 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3
Probabilidad
de fallas (PF)
3.3% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3%
PF esperadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Co´pula t de Student CyRCE CyRCE Gamma
Nivel de
confianza
99% 95% 90% 99% 95% 90% 99% 95% 90%
Excepciones 0 1 2 2 4 6 1 3 3
Excepciones
esperadas
0.3 1.5 3 0.3 1.5 3 0.3 1.5 3
Probabilidad
de fallas (PF)
0% 3.3% 6.6% 6.6% 13.3% 20% 3.3% 10% 10%
PF esperadas 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Cuadro 7: I´ndices de desempen˜o de los diferentes modelos crediticios en una
cartera automotriz.
Para identificar el modelo de riesgo de cre´dito que mejor representa la
realidad de la cartera de cre´ditos automotrices, se realizan las pruebas de de-
sempen˜o a los siguientes modelos de riesgo: CreditMetricsTM , Credit Portfolio
View, Credit Risk+, Co´pula t de Student, CyRCE y CyRCE Gamma. En la
Figura 14 se visualiza que el VaR de los modelos crediticios CreditMetricsTM ,
Credit Portfolio View, Credit Risk+ y Co´pula t de Student siguen la tenden-
cia de las pe´rdidas del portafolio a diferencia de los modelos de concentracio´n
donde el VaR se estabiliza a partir de noviembre del 2007 (observacio´n 17),
esto se debe principalmente por la concentracio´n de la cartera en el segmento
33Un mejor detalle puede encontrarse en el documento Backtesting desarrollado por Peter
Chirstoffersen.
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de bajo riesgo.
Adema´s se puede apreciar que el Valor en Riesgo del CreditMetricsTM , Cred-
it Portfolio View, Credit Risk+ presentan valores similares, validando as´ı la
equivalencia entre estos modelos; situacio´n que no causa sorpresa ya que todos
estos modelos se fundamentan en distribuciones normales multivariadas.
Pruebas de desempen˜o
Nivel de confianza
Modelo 99% 95% 90%
CreditMetrics 31.14% 65.6% 16.3%
CreditPortfolioView 31.14% 65.6% 16.3%
CreditRisk+ 31.14% 65.6% 16.3%
Copula t 43.7% 65.6% 51.9%
CyRCE 3.8% 7.9% 10.3%
CyRCE Gamma 31.14% 26.6% 100%
Cuadro 8: Probabilidad de que las proporcio´n de fallas teo´ricas sea igual a las
emp´ıricas con informacio´n desde Junio de 2006 hasta Diciembre del 2008.
A primera vista, el VaR del modelo co´pula t aparenta sobreestimar las
pe´rdidas reales del portafolio; sin embargo, la probabilidad de fallas de este
modelo es la ma´s cercana al nivel de significancia empleado (Cuadro 7), iden-
tificando a e´ste como el mejor modelo que logra representar las pe´rdidas del
portafolio automotriz; ma´s au´n, este modelo permite identificar de manera
adecuada las pe´rdidas extremas del portafolio ya que la probabilidad de fa-
llas se aproxima al nivel de significancia a medida que e´ste sea ma´s pequen˜o.
Lo mencionado anteriormente, se verifica a partir de la prueba estad´ıstica de
Kupiec donde el modelo co´pula t presenta las probabilidades ma´s altas de no
rechazar la hipo´tesis nula a diferencia de la obtenida por el CyRCE gamma
al 90% de confianza, lo anterior pone en evidencia que el modelo CyRCE
gamma no tiene la capacidad para medir el riesgo extremo del portafolio; sin
embargo, este modelo es ma´s consistente cuando los niveles de confianza son
bajos (Cuadro 8). Lo anterior pone en evidencia que el administrador de riesgo
debe trabajar con algunos modelos de riesgo de cre´dito ya que cada uno tiene
diferentes potencialidades y conjuntamente permiten monitorear el riesgo de
manera efectiva.
5.5. Asignacio´n de la Provisio´n y Capital Econo´mico
En una institucio´n financiera, la disponibilidad de modelos para portafo-
lios crediticios permite al administrador disponer de indicadores de riesgo, y
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como caso particular, ayuda a conformar las provisiones y capital econo´mico
que necesita la institucio´n financiera para mitigar el nivel de riesgo asumido
en el portafolio crediticio. En este sentido, para identificar las potencialidades
que tiene cada modelo para constituir las provisiones y capital econo´mico en
la cartera de cre´ditos automotrices, primero se realiza el ana´lisis de la distribu-
cio´n de pe´rdida de una cartera formada por 1857 cre´ditos para una ventana
temporal de seis meses (Figura 15), obtenida a partir de los siguientes modelos
crediticios: CreditMetricsTM , Credit Portfolio View, CreditRiks+, un modelo
donde los cre´ditos son independientes (Independiente) y la co´pula t de Student;
donde, se puede visualizar que existe gran similitud entre las distribuciones
de pe´rdida obtenidas a partir de CreditMetricsTM , Credit Portfolio View y
CreditRiks+, situacio´n que no debe sorprender ya que e´stos modelos se funda-
mentan en la misma distribucio´n normal multivariada, lo que permite validar
graficamente la equivalencia de estos modelos.
Figura 15: Estimacio´n de la distribucio´n de pe´rdida de 1857 cre´ditos automotri-
ces vigentes en Diciembre del 2008 a trave´s de cinco modelos para portafolios
crediticios en una ventana temporal de seis meses.
Adema´s, cabe mencionar que la distribucio´n de pe´rdida obtenida a partir
de e´stos modelos tiene la caracter´ıstica que la cola derecha sea ligeramente
ma´s pesada que la izquierda, lo que se evidencia que e´stos modelos no logran
capturar de manera adecuada las pe´rdidas extremas que se puede presentar
en un portafolio crediticio, situacio´n que no se presenta en la distribucio´n de
pe´rdida obtenida por el modelo co´pula t de Student, por lo que este modelo
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permite capturar la dependencia entre los cre´ditos incumplidos y cuantificar
las pe´rdidas potenciales que pueden darse en el portafolio crediticio.
Figura 16: Estimacio´n de la Provisio´n y Capital Econo´mico para un portafolio
formado 1857 cre´ditos automotrices vigentes a Diciembre del 2008 por medio
de la Pe´rdida Esperada y el Valor en Riesgo.
Por otro lado, al considerar que los cre´ditos incumplidos sean indepen-
dientes, se observa que la distribucio´n de pe´rdida es sime´trica y ma´s aguda
que cualquier otra distribucio´n, por lo que este modelo no permite capturar
las pe´rdidas potenciales que puede tener una cartera crediticia, situacio´n que
le convierte en un modelo muy irreal y cuyo uso pondr´ıa poner en riesgo la
adecuada administracio´n de la cartera de cre´ditos.
Finalmente, para visualizar el impacto que tiene el uso de estos modelos en
la asignacio´n del Capital Econo´mico y Provisio´n se comparan e´stos indices de
riesgo a diferentes niveles de confianza (Figura 16), donde se puede apreciar que
los modelos CreditMetricsTM , Credit Portfolio View y CreditRiks+ dan como
resultado valores similares lo que corrobora la similitud de e´stos modelos; por
otro lado, al comparar estos modelos con el modelo crediticio independiente se
observa que este u´ltimo asigna los valores ma´s altos de Provisio´n, de lo que se
evidencia que la dependencia entre cre´ditos incumplidos no solamente afecta
a las pe´rdidas extremas sino a toda la distribucio´n de pe´rdida. Por u´ltimo,
al comparar el Capital Econo´mico y las Provisiones generadas por la co´pula
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t de Student con los otros modelos crediticios, se puede apreciar que e´ste
modelo asigna el valor ma´s bajo para provisiones, donde el Capital Econo´mico
cambia segu´n el nivel de riesgo que quiera cubrir la institucio´n financiera.
De lo anterior, se puede decir que el modelo crediticio co´pula t de Student
permite asignar de manera adecuada los recursos de la institucio´n financiera,
as´ı para una cartera de 16,530,692 USD se tiene que disponer de 210,971 USD
en Provisio´n y para cubrir un nivel de riesgo al 99% de confianza se tiene que
disponer de 400,000 USD en Capital Econo´mico.
5.6. Ana´lisis de concentracio´n y asignacio´n de l´ımites de
cre´ditos
El modelo CyRCE permite evaluar la suficiencia de capital y provisio´n que
es asignado por un banco a una cartera de cre´ditos, a trave´s de la comparacio´n
del VaR de dicha cartera para un cierto nivel de confianza dado. As´ı el VaR
constituye ser lo mı´nimo en capital y provisio´n que debe tener un banco para
no incurrir en pe´rdidas por riesgo de cre´dito. La descomposicio´n del VaR a
partir del ı´ndice de Rayleigh y la concentracio´n de Herfindahl Hirschman (HH)
permiten apreciar en que´ medida la concentracio´n de la cartera contribuye
al riesgo de cre´dito y logra identificar la ma´xima concentracio´n que puede
soportar un banco a partir del capital y provisiones asignado, lo que facilita la
asignacio´n de l´ımites a los montos de los cre´ditos logrando constituirse en una
herramienta adecuada para monitorear y mitigar el riesgo de cre´dito.
Figura 17: Comportamiento del volumen y nu´mero de cre´ditos de los segmentos
crediticios de Alto, Medio y Bajo riesgo en una cartera automotriz desde Junio
del 2006 a Diciembre del 2008.
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Para analizar la concentracio´n de la cartera de cre´ditos automotrices primero
se realiza un ana´lisis descriptivo gra´fico del comportamiento del volumen y de
la cantidad de cre´ditos que pertenecen a los diferentes segmentos de riesgo, de
tal manera que se pueda validar los resultados obtenidos con el modelo CyRCE.
En la Figura 17 se observa como el comportamiento del volumen y la cantidad
de cre´ditos para los segmentos de Riesgo Medio y Bajo tienen un crecimiento
sostenido desde Junio del 2006 hasta Diciembre del 2007 (los primeros diez y
nueve meses); sin embargo, a partir de Enero del 2008 se aprecia claramente el
cambio en las pol´ıticas crediticias donde se toman la decisio´n de disminuir la
colocacio´n de los cre´ditos en el segmento de Riesgo Medio y aumentar conside-
rablemente en el segmento de Riesgo Bajo. De lo anterior se puede pensar que
la institucio´n financiera dispone de herramientas para monitorear el riesgo; sin
embargo, no dispone de herramientas para mitigarlo de manera adecuada, ya
que las pol´ıticas deben ir direccionadas en la asignacio´n de tasas de intere´s,
plazo y/o el monto segu´n el nivel de riesgo que tenga cada cre´dito, situacio´n
que no se observa en las pol´ıticas tomadas por la institucio´n financiera.34
A continuacio´n se realiza un ana´lisis de la concentracio´n de la cartera de
cre´dito automotriz a trave´s del modelo CyRCE, donde se supone que la ins-
titucio´n financiera mitiga el riesgo total de la cartera a partir del capital y
provisiones que son conformados por la pe´rdida esperada y el VaR del modelo
co´pula t de Student;35 adema´s, para mitigar el riesgo crediticio de cada seg-
mento, la institucio´n financiera asigna una parte del capital y provisio´n del
portafolio total igual a la proporcio´n que tiene cada segmento crediticio en la
cartera total (Cuadro 2).
Al realizar el ana´lisis de la suficiencia de capital y provisio´n durante Junio
del 2006 hasta Diciembre del 2008, se puede apreciar que la asignacio´n realizada
a la cartera total es adecuada; sin embargo, para los segmentos de Riesgo Alto
y Medio solamente avanza a cubrir hasta Diciembre del 2007 y Junio del 2008
respectivamente (Figura 18).
Cabe mencionar que la brecha entre el capital y provisio´n con el VaR para
los segmentos crediticios es ma´s grande al inicio del per´ıodo de ana´lisis (Junio
del 2006 ) y tiende a decrecer con el paso del tiempo; donde la brecha es mayor
para el segmento de Riesgo Bajo y ma´s corta para el segmento de Riesgo Alto,
esto evidencia lo inadecuado de la pol´ıtica crediticia para mitigar el riesgo
en cada segmento ya que se esperar´ıa que la institucio´n asigne ma´s capital y
provisio´n para el segmento con Riesgo Alto y menos al segmento de Riesgo
Bajo.
34Un mayor detalle puede encontrarse en el Manual para el Administrador el Riesgo,
disen˜ado por la asociacio´n internacional de administradores de riesgo PRMIA.
35Anteriormente se identifico´ al modelo Co´pula t de Student como el mejor modelo que
permite capturar el comportamiento de las pe´rdidas de la cartera automotriz.
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Figura 18: Comparacio´n del Valor en Riesgo al 99% de confianza con el Capital
Econo´mico y Provisiones del portafolio total y de los segmentos crediticios de
Alto, Medio y Bajo riesgo desde Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008.
A partir de la asignacio´n de capital y provisio´n que realiza la institucio´n
financiera en cada segmento crediticio, se puede analizar el nivel de concen-
tracio´n que puede soportar estos segmentos; en la Figura 19 se puede observar
que el segmento de Riesgo Alto (G1) puede soportar el nivel de concentracio´n
solamente en los meses comprendidos entre Junio y Septiembre del 2006 (cua-
tro primeros meses de ana´lisis); el segmento de Riesgo Medio (G2) entre Ju-
nio del 2006 hasta Junio del 2008 (diez y siete primeros meses). Lo anterior
pone nuevamente en evidencia que la asignacio´n de capital y provisio´n para
los segmentos crediticios es inadecuado, ma´s au´n, con el ana´lisis de concen-
tracio´n se observa que la institucio´n financiera ten´ıa que haber reestructurado
las pol´ıticas crediticias para el segmento de Riesgo Medio a partir de Junio de
2007 y mas no en Enero del 2008 (Figura 17).
Finalmente, a partir del ana´lisis de concentracio´n que realiza el modelo
CyRCE a cada segmento de cre´dito, se puede asignar l´ımites a los montos de
los cre´ditos, mismos que se les obtiene a partir del capital y provisio´n asignado
en cada segmento. Para realizar el ana´lisis de los l´ımites crediticios durante
Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008, se seleccionan tres meses representa-
tivos, siendo estos Enero de 2006, Marzo de 2007 y Junio de 2008 (Figura 20),
donde se identifica los montos de los cre´ditos que superan el l´ımite asignado
por el modelo CyRCE para cada segmento crediticio, donde se puede observar
que en Enero de 2006 el modelo limita a 15000 USD el monto de los cre´ditos
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Figura 19: Comparacio´n de la concentracio´n de los segmentos crediticio de
Alto, Medio y Bajo riesgo con la ma´xima admisible determinada por el modelo
CyRCE desde Junio del 2006 hasta Diciembre del 2008.
que pertenecen al segmento de Riesgo Alto; en Marzo del 2007, el modelo indi-
ca que no se debe otorgar cre´ditos (monto ma´ximo de 0 USD) al segmento de
Riesgo Alto y finalmente en Junio del 2008 el modelo solamente otorgar cre´di-
tos al segmento de Riesgo Bajo. De lo anterior claramente se observa como el
modelo CyRCE asigna el l´ımite de los montos a partir de la capacidad que
tiene el capital y provisio´n para soportar la concentracio´n existente en cada
segmento de cre´dito.
6. Conclusiones
En este documento, se presento´ los fundamentos teo´ricos de portafolios
crediticios que permiten calibrar los principales modelos utilizados a nivel in-
ternacional y por medio de las funciones co´pulas poder extenderlos a un modelo
general para portafolios crediticios, donde es posible cuantificar de manera ade-
cuada la pe´rdida extrema del portafolio por medio de la Co´pula multivariada
t de Student, dando lugar la adecuada asignacio´n de recursos de la institucio´n
financiera para conformar las provisiones y el capital econo´mico en mercados
donde la calidad y cantidad de informacio´n es escasa como es el caso ecua-
toriano. Adema´s, los fundamentos teo´ricos de portafolios crediticios permite
calibrar el modelo CyRCE lo que facilita el monitoreo de la concentracio´n de
una cartera automotriz y poder asignar l´ımites a los montos de los cre´ditos
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Figura 20: Identificacio´n de los cre´ditos que pertenecen a los segmentos credi-
ticios de Alto, Medio y Bajo riesgo que superan el cupo ma´ximo admisible por
concentracio´n crediticia.
a partir de la capacidad que tiene la institucio´n financiera (el capital y pro-
visio´n) para soportar la concentracio´n existente en cada segmento de cre´dito.
Cabe mencionar que la informacio´n necesaria y suficiente para estimar los
para´metros de los modelos crediticios es la evolucio´n histo´rica de la tasa de
incumplimiento de cada segmento crediticio del portafolio total. A trave´s de
la prueba de desempen˜o (BackTesting) efectuadas a los modelos empleados
en este trabajo, se determino´ que el mejor modelo que cuantifica las pe´rdidas
extremas del portafolio corresponde al modelo Co´pula t Student confirmando
que el uso de distribuciones normales multivariadas es inadecuado para cuan-
tificar las pe´rdidas de un portafolio crediticio.
La aplicacio´n de e´stos modelos en carteras crediticias ecuatorianas permite
conocer a la institucio´n financiera el nivel de riesgo que esta´ asumiendo en el
negocio bancario, medir el impacto del riesgo en el rendimiento del portafolio;
y facilitar la gestio´n de carteras por medio de la construccio´n de indicadores
adelantados de la calidad crediticia los cuales incorporan el impacto de la con-
centracio´n en el deterioro de cartera. En los u´ltimos an˜os, para impulsar el
crecimiento de las instituciones financieras del Ecuador, estas han decidido
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buscar nuevas alternativas de fondeo a trave´s de la titularizacio´n de carteras
crediticias, en este sentido los modelos crediticios constituyen ser una herra-
mienta fundamental para cuantificar las garant´ıas de los t´ıtulos valores instru-
mentados por operaciones crediticias que tomen en cuenta el nivel de riesgo
de la cartera, dando lugar a t´ıtulos ma´s apetecibles en el mercado de valores,
garantizando as´ı que la institucio´n financiera obtenga la rentabilidad esperada
del proceso de titularizacio´n.
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